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Préliminaires

Je me rappelais la confidence de ce chef m’avouant que s’il entendait, ce qui s’appelle entendre,
tous les sons de son orchestre, il deviendrait fou. Heureusement, il n’entendait que la ligne
générale dans laquelle chaque instrument trouvait sa hauteur exacte. De méme ne prétais-je
l’oreille & la couleur d’un timbre qu’aprés m’étre assuré qu’il s’intégrait dans l’ensemble.

Michel Del Castillo, la Tunique d’infamie. (1997)

La géométrie élémentaire, mais aussi l’analyse fonctionnelle, sont d’excellents apprentissages du rai-
sonnement. En théorie tout le monde s’accorde & dire combien il est crucial pour un citoyen de savoir
raisonner. C’est la voie obligée pour participer & une société démocratique. En pratique, c’est une autre
histoire, faire ’opinion est devenue une spécialité des « communicants ». Mais ces communicants ont
besoin d’une matiére meuble, ce n’est pas celle des hommes formés au raisonnement et & ’autonomie de
penser. Le débat et la polémique oiseuse autour du sujet de mathématique du Bac S 2003 est & méditer
A Paune de ce qui précéde : mathématique formatrice ou mathématique creuse ?

Histoire a suivre ...

Didon, encore appelée Elissa, est une princesse de Tyr. Elle prend la fuite quand Pygmalion, son
frére, tue Sicharbas son mari. C’est la légende. La légende dit aussi que Pygmalion fabriqua une statue,
celle-ci s’anima et il ’épousa; d’ou le sens de ’expression « Je suis ton Pygmalion ». Didon se réfugie
dans une région cotiére d’Afrique du Nord. Lors de son arrivée, le roi local nommé Jarbas déclare que
la princesse peut acheter autant de terres qu’elle peut en entourer avec une peau de beeuf. On pouvait
naturellement penser que la surface & acquérir serait en proportion de la longueur de son périmétre. Les
« petites mains » de Didon se mettent & 'ouvrage pour découper une peau de boeuf en fins lambeaux
qu’elles placent bout & bout. Jarbas décide que le domaine accordé longera la Méditerranée. L’histoire ne
dit pas comment la corde de beeuf est disposée, mais Didon crée Carthage en ces lieux. On est alors en
900 avant J-C. Quelques années plus tard, Didon s’éprend de Enée. Elle se suicide ensuite.

Dans I’histoire extravagante précédente se trouve la racine du probléme isopérimétriqgue qu’on peut
formuler ainsi :

— Etant donné un bout de ficelle de longueur L, quelle forme doit-on lui donner pour entourer la plus

grande surface ?
Ou bien (forme faible)
— Etant donné deux polygones réguliers de méme longueur respectivement a m et n cotés. Quel est
celui qui enserre la plus grande surface ?
Ce probléme a une longue histoire, des péripéties. La solution est le cercle. « Fastoche » pourrait-on dire.
Pourtant les démonstrations données au fil des années ont été d’abord fausses puis incomplétes.



Avec des techniques présentées dans ce cours, on apportera au probléme isopérimétrique une réponse
merveilleusement simple fondée sur une idée d’un grand bonhomme de la science des deux derniers siécles :
Joseph Fourier.

Bien entendu ce cours a aussi un autre objectif tout aussi modeste : mettre en place, réveiller les
mathématiques utiles a I’'ingénieur par la mise en oeuvre de certaines techniques mais aussi par la tenue
de raisonnements quelquefois difficiles.

Les “mathématiques pour l'ingénieur” présentées dans ce cours s’appuient sur 'intégrale, ou plutot
les intégrales, comme on le verra au chapitre 1. La notion d’intégrale est en travail depuis des siécles, on
peut cependant simplifier cette histoire en ne retenant que quelques contributions phares. Parmi celles-ci,
nous insistons sur celle d’Henri Lebesgue (1875-1941) qui présenta, en 1901, sa vision de ’intégrale.

L’intégrale de Lebesgue, par Lebesgue en personne

Fac-similé de la note que Henri Lebesgue a proposé & ’académie des sciences en 1901.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une généralisation de Uintégrale définie.

Note de M. H. Lebesgue, présentée par M. Picard.

« Dans le cas des fonctions continues, il y a identité entre les notions d’intégrale et de fonction primitive.
Riemann a défini 'intégrale de certaines fonctions discontinues, mais toutes les fonctions dérivées ne sont
pas intégrables, au sens de Riemann. Le probléme de la recherche des fonctions primitives n’est donc pas
résolu par I'intégration, et l’on peut désirer une définition de I'intégrale comprenant comme cas particulier
celle de Riemann et permettant de résoudre le probléme des fonctions primitives 1. »

Pour définir 'intégrale d’une fonction continue croissante

y(r)(a <z <) (1)

on divise I'intervalle [a, b] en intervalles partiels et ’on fait la somme des quantités obtenues en multipliant
la longueur de chaque intervalle partiel par I'une des valeurs de y quand x est dans cet intervalle. Si x
est dans 'intervalle (a;,a;11), y varie entre certaines limites m;, m;11, et réciproquement si y varie entre
m; et m;11, x est entre a; et a;11. De sorte qu’au lieu de se donner la division de la variation de x, c’est-
a-dire de se donner les nombres a;, on aurait pu se donner la division de la variation de y, c’est-a-dire
les nombres m;. De 1a deux maniéres de généraliser la notion d’intégrale. On sait que la premiére (se
donner les a;) conduit & la définition donnée par Riemann et aux définitions des intégrales par excés et
par défaut données par M. Darboux. Voyons la seconde.
Soit la fonction y comprise entre m et M. Donnons-nous

m:m0<m1<m2<~~-<mp_1<M:mp (2)

y = m, quand z fait partie d’'un ensemble Ey; m;_1 < y < m; quand z fait partie d’'un ensemble FE;.
Nous définirons plus loin les mesures Ag, \; de ces ensembles. Considérons 'une ou 'autre des deux
sommes

Mmoo + Y midizmodo + Y mi_1h; (3)

si, quand I’écart mazximum entre deux m; consécutifs tend vers zéro, ces sommes tendent vers une méme
limite indépendante des m; choisis, cette limite sera par définition l’intégrale des y qui sera dite intégrable.

Considérons un ensemble de points de (a,b) ; on peut d’une infinité de maniéres enfermer ces points
dans une infinité dénombrable d’intervalles I ; la limite inférieure de la somme des longueurs de ces

LCes deux conditions imposées a priori & toute généralisation de I’intégrale sont évidemment compatibles, car toute
fonction dérivée intégrable, au sens de Riemann, a pour intégrale une de ses fonctions primitives.



intervalles est la mesure de ’ensemble. Un ensemble E est dit mesurable si sa mesure augmentée de celle
de lensemble des points ne faisant pas partie de E donne la mesure de (a,b) 2 . Voici deux propriétés
de ces ensembles : une infinité d’ensembles mesurables E; étant donnée, ’ensemble des points qui font
partie de 'un au moins d’entre eux est mesurable; si les F; n’ont deux & deux aucun point commun, la
mesure de ’ensemble obtenu est la somme des mesures F;. L’ensemble des points communs & tous les E;
est mesurable.

11 est naturel de considérer d’abord les fonctions telles que les ensembles qui figurent dans la définition
de l'intégrale soient mesurables. On trouve que : si une fonction limitée supérieurement en valeur absolue
est telle que, quels que soient A et B, l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a A < y < B est
mesurable, elle est intégrable par le procédé indiqué. Une telle fonction sera dite sommable. L’intégrale
d’une fonction sommable est comprise entre I'intégrale par défaut et 'intégrale par excés. De sorte que,
si une fonction intégrable au sens de Riemann est sommable, l’intégrale est la méme avec les deuz défi-
nitions. Or, toute fonction intégrable au sens de Riemann est sommable, car 'ensemble de ses points de
discontinuité est de mesure nulle, et 'on peut démontrer que si, en faisant abstraction d’un ensemble de
valeurs de = de mesure nulle, il reste un ensemble en chaque point duquel une fonction est continue, cette
fonction est sommable. Cette propriété permet de former immédiatement des fonctions non intégrables au
sens de Riemann et cependant sommables. Soient f(x) et ¢(x) deux fonctions continues, p(x) n’étant pas
toujours nulle ; une fonction qui ne différe de f(x) qu’aux points d’un ensemble de mesure nulle partout
dense et qui en ces points est égale & f(z) + p(z) est sommable sans étre intégrable au sens de Riemann.
Ezemple : La fonction égale & 0 si x irrationnel, égale & 1 si x rationnel. Le procédé de formation qui
précéde montre que l’ensemble des fonctions sommables a une puissance supérieure au continu. Voici
deux propriétés des fonctions de cet ensemble.

1. Si f et o sont sommables, f+ ¢ et fo le sont et I'intégrale de f + ¢ est la somme des intégrales
de f et de .

2. Si une suite de fonctions sommables a une limite, c’est une fonction sommable.

L’ensemble des fonctions sommables contient évidemment y = k et y = x; donc, d’aprés 1., il contient
tous les polynomes et comme, (d’aprés 2), il contient toutes ses limites, il contient donc toutes les fonctions
continues, toutes les limites de fonctions continues, c’est-a-dire les fonctions de premiére classe (voir Baire,
Annali di Matematica, 1899), il contient toutes celles de seconde classe, etc.

En particulier, toute fonction dérivée, limitée supérieurement en valeur absolue, étant de premiére
classe, est sommable et 'on peut démontrer que son intégrale, considérée comme fonction de sa limite
supérieure, est une de ses fonctions primitives.

Voici maintenant une application géométrique : si |f/|, |¢’|, |¢'| sont limitées supérieurement, la courbe

= f(t), y=(t), z=1(t) (4)
a pour longueur l'intégrale de \/ f/2 + ¢’2 + 1’2. Si ¢ = 1 = 0, on a la variation totale de la fonction f a

variation limitée. Dans le cas ou f’, ¢, ¢’ n’existent pas, on peut obtenir un théoréme presque identique
en remplacant les dérivées par les nombres dérivés de Dini.

(fin de la note de Lebesgue)

2Si ’on ajoute & ces ensembles des ensembles de mesures nulles convenablement choisis, on a des ensembles mesurables
au sens de M. Borel (Legons sur la théorie des fonctions).



Chapitre 1

L’intégrale utile du scientifique

1.1 Premier niveau de la théorie de l'intégration : intégrale de
Riemann

1.1.1 Définition de P’intégrale des fonctions en escalier

Soit [a, b] un segment de R et ag = a,aq,...,a, = b; une subdivision de [a, b]. Soit g une fonction en
escalier sur cette subdivision, valant \; sur |a;,a;4+1][ (¢ = 0,...,n — 1). On n’impose pas de conditions
sur les valeurs de g aux points de subdivision. On pose :

n

I(g) = Z(ai+1 —a;)\; (1.1)

=0

C’est l'intégrale de g sur [a, b].

1.1.2 Définition de l’intégrale des fonctions bornées sur des intervalles bornés

Pour f fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et bornée on dit que cette fonction est intégrable (au
sens de Riemann) si

sup{I(g) : g en escalier sur [a,b],g < f} =inf {I(g) : g en escalier sur [a,b],g > f} (1.2)

Y orceaus|@s b)), les fonctions monotones
sur [a,b] et les fonctions réglées sur [a, b] sont intégrables. L'indicatrice de Q N [a,b] n’est pas Riemann-
intégrable.

Exemples : Les fonctions continues par morceaux sur [a, b] (€ C?

Le réel défini en (1.2) est appelé intégrale de f sur [a,b] et noté fab f(x)dx. Pour une fonction f a
valeurs complexes, dés que Re(f) et Im(f) sont Riemann intégrables on définit alors 'intégrale de f sur
[a,b] par

/ab f(x)dx = /ab Re(f(x))dz —l—i/ab Im(f(x))dz (1.3)

1.1.3 Approximation de l’intégrale par des sommes de Riemann

D’une maniére générale, si f est Riemann intégrable sur [a, b], une somme de la forme

> FE) (@i — wiia) (1.4)
i=1
ou zg = a, ¥y, ..., T, = b est une subdivision de [a,b] et & choisi dans [z;_1,z;[, tend vers fab f(x)dx

quand le pas de la subdivision (= sup(z; — x;—1)) tend vers 0.



1.2 Deuxiéme niveau de la théorie de I’'intégration : intégrale de
Lebesgue

1.2.1 Vers la définition

Soit f une fonction définie sur un segment [a,b] d’image f([a,b]) incluse dans R.

e L’idée de l'intégrale de Riemann est de subdiviser ’ensemble de départ [a,b] et de considérer des
combinaisons linéaires d’indicatrices d’intervalles associés & ces subdivisions. Voir la figure 1.1.

e L’idée de l’intégrale de Lebesgue est de subdiviser 'ensemble d’arrivée f([a,b]) et de considérer des
combinaisons d’indicatrices d’ensembles images réciproques par f d’intervalles liés aux subdivisions.
C’est un point de vue « statistique ». Voir la figure 1.2 et relire la note originale de Lebesgue page
6.

Fic

Y

Fia. 1.2 — « A la Lebesgue »

La différence fondamentale entre les points de vue de Riemann et de Lebesgue ne se voit pas
sur les figures précédentes : on verra bientét que pour les fonctions continues considérées sur un intervalle
compact, les deux définitions de l'intégrale donnent le méme résultat ! MAIS dans le cas général, 'image
réciproque d’un intervalle par une fonction quelconque peut ne pas étre une réunion finie d’intervalle
(contarirement & ce que laisse penser la figure 1.2) !'! Comment définir ces ensembles, comment les mesu-
rer (i.e. leur attribuer une longueur) ?

Repérer dans la note originale de Lebesgue (page 6 et suivante) le passage ou il traite ce probléme.

Tribu des boréliens', ou la famille des ensembles mesurables de R

On part de R dont on sait mesurer les intervalles par leur longueur. Précisément mla,b] = mla,b[=
m]a,b[= b — a. On désire étendre cette mesure a des parties de IR plus générales. On admet qu’on peut
construire une plus petite famille de parties de R contenant tous les intervalles et telle que :

L Ainsi nommés en hommage & Emile Borel. Voir la référence a4 Borel que fait Lebesgue dans sa note & 1’académie des
sciences.



(i) la famille contient & ;

(ii) la famille est stable par passage au complémentaire ;

(iii) la famille est stable par réunion dénombrable.

Cette famille s’appelle la tribu des boréliens de R et est notée B(R) ou plus simplement B. A cause de
la propriété (iii), on dit aussi o-algébre a la place de “tribu”. La tribu des boréliens est bien plus grande
que I’ensemble des intervalles de IR : vérifier qu’elle contient tous les ouverts de R et aussi tous les fermés.

En pratique toutes les fonctions sont mesurables.

La tribu des boréliens est si grande qu’on pourrait penser que 'image réciproque d’un intervalle par une
fonction f est un borélien. Ce n’est pas toujours le cas. Les fonctions pour lesquelles c’est le cas s’ap-
pellent les fonctions mesurables. Toutes les fonctions continues sont mesurables (dire pourquoi) et toutes
les sommes, produits, quotients, limites, ..., de fonctions mesurables sont mesurables, si bien qu’il est trés
difficile de construire une fonction non mesurable. Dans ce cours, toutes les fonctions rencontrées
seront supposées mesurables, et ne reviendra plus sur cette notion.

La mesure de Lebesgue

Il s’agit maintenant de “mesurer” les boréliens. Pour un intervalle, sa mesure sera par définition la longueur
de lintervalle. Pour un borélien qui est réunion disjointe finie ou infinie dénombrable d’intervalles, la
mesure sera la somme des longueurs des intervalles le constituant. Plus généralement, on impose que si

By, By, ..., By,,... sont des boréliens disjoints deux & deux,
m(| ) Bn) =Y m(B,)  (o-additivite). (1.5)
n=1 1

On admet que ces propriété permet de mesurer tous les boréliens. La mesure m ainsi définie est appelée
mesure de Lebesgue de R, elle va nous permettre de mettre en place une intégrale du méme nom qui va
étendre & une classe plus étendue de fonctions 'intégrale de Riemann précédemment définie.

Intégrale de Lebesgue des fonctions simples

Définition 1 (fonction simple) Une fonction simple est une combinaison linéaire finie d’indicatrices
de boréliens disjoints deux o deux :

gzzci]lBi (QER7 1=1, ..., n),BZ'EIBB (16)
i=1
L’intégrale (de Lebesgue) d’une telle fonction est alors
n
I(g) =) cim(B;) (1.7)
i=1

Intégrale de Lebesgue des fonctions positives

Définition 2 L’intégrale (de Lebesgue) d’une fonction f positive est par définition :

/R f = sup{I(g) | g simple et g < f}. (1.8)

Si / f < o0, on dit que f est sommable (c’est la terminologie originale de Lebesgue), ou Lebesgue-

R
intégrable.

L’ intégrale de Lebesgue peut étre finie ou infinie. Par exemple : / 0 = 0 (la fonction nulle est som-
R

mable) ; / 1 = co (la fonction constante 1 n’est pas sommable).
R
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Pour faire référence & la mesure de Lebesgue sur R, I'intégrale ci-dessus se note aussi fR f(z)dz ou aussi
Jz f(z)dm, ou aussi fjoooo f(x)dz.

Proposition 3 (Propriété fondamentale) Une fonction positive f (et mesurable) définie sur R est
limite simple (ou ponctuelle) d’une suite croissante f,, de fonctions simples.

On prend par exemple :

n2"—1 k
fn = ( > pﬂ{;§f<gﬂ}> T nlirony (1.9)

k=0

On admettra que /f = lim/ fn | (les fn, étant définies en (1.9) ci-dessus).
R R

1.2.2 L’exemple lumineux : la fonction de Dirichlet

La fonction de Dirichlet est I'indicatrice des rationnels de [0, 1]. On la note fp.

fD:[O,l] — R
1 si z€@Q

v o= p@=|) % vaq (1.10)

Cette fonction est prise comme exemple par Lebesgue lui-méme (re-lire sa note page 6). Etudions en
détail l'intégrabilité de fp au sens de Riemann, puis au sens de Lebesgue.

Intégration au sens de Riemann

Sur [0, 1], une fonction en escalier minorante ¢ est nécessairement négative ou nulle, une fonction en
escalier majorante v est nécessairement supérieure ou égale a 1. Par conséquent I(¢) > 1> 0> I(yp). Il
en résulte que la fonction de Dirichlet n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Intégration au sens de Lebesgue

La fonction de Dirichlet est une fonction simple qui s’écrit 1gno,1)- Comme Q N[0, 1] est dénombrable,
et comme chaque point est de mesure de Lebesgue nulle; il en résulte que cet ensemble est de mesure
nulle. Par conséquent l'intégrale (de Lebesgue) de fp est nulle.

Ainsi pour la fonction de Dirichlet, 'intégrale de Riemann est dépourvue de sens alors que l'intégrale
de Lebesgue est nulle.

1.2.3 L’intégrale de Lebesgue sur R

Pour l'instant, on a défini 'intégrale de Lebesgue pour les fonctions positives uniquement, cette inté-
grale [, f peut étre finie ou infinie.

Une fonction f & valeur réelles quelconque peut toujours s’écrire comme différence de 2 fonctions
positives.
On pose fT =sup(f,0) > 0et f~ =sup(—f,0) > 0. On a alors :

+ _ —
(= iaF

On a aussi fT <|f|et f~ <|f].

11
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f f+ £
Fic.13 - f=ft—f~avec fT>0et f~ >0

Comme fT et f~ sont positives, elles admettent des intégrales de Lebesgue, mais celles-ci peuvent
étre infinies, auquel cas [ f* — [ f~ n’a pas de sens. D’ou la définition suivante :

Définition 4 Si une fonction [ est telle que /|f| < o0, alors on dit que f est sommable (ou

Lebesgue-intégrable), et son intégrale (de Lebesgue) est, par définition,

/Rf=/Rf+—/Rf’- (1.12)

Ainsi, f sommable si et seulement si | f| est sommable. Les fonctions positives admettent toujours une
intégrale de Lebesgue (qui peut étre infini ...); ce n’est pas le cas des fonctions de signes quelconques
(changeant).

Si f est a valeurs complexes

On décompose en partie réelle et imaginaire : f = Re(f) + iIm(f). On suppose encore la condition
restrictive / |f] < oo. L’intégrale précédente a bien un sens car le module de f est une fonction positive.

R
Comme |Re(f)| < |f| et [Im(f)| < |f|, d’aprés 'hypothése |Re(f)| et |[Im(f)| ont des intégrales finies.

Par conséquent on peut poser :
/f:/Re(f)—i—i/Im(f). (1.13)
R R R

1. Une fonction positive sur R admet toujours une intégrale (de Lebesgue) sur R finie ou infinie.

En résumé :

2. Une fonction sur R & valeurs réelles ou complexes vérifiant fR |f| < oo, qu'on dira par définition
sommable sur R, admet une intégrale (de Lebesgue) sur R qui est un élément de C.

1.2.4 Intégrale sur une partie mesurable de R

Si f est une fonction définie sur une partie (borélienne) E de R. On pose / f= / 1gf, ce qui donne
E R

un sens a l'intégrale de f sur E.

1.2.5 L’intégrale sur R"

Pour intégrer des fonctions simples sur R, il a fallu prendre la longueur de parties de R autres que
les intervalles. On a alors introduit la classe des boréliens de R (B (R)) et une mesure sur cette classe
(généralisant la longueur des intervalles) appellée mesure de Lebesgue sur R notée selon 'humeur my,
dmy, dmq(z), ou dx. On va procéder de maniére analogue sur R" tel que n = 1, 2, ... En général,
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n =1, 2, ou 3, le cas échéant 4 dans le cas de I’espace temps. On appelle pavé de R™ une partie de la
forme [T, [a;, b;]. L’hypervolume ou volume tout simplement de ce pavé est :

(b1 —a1) (b2 —a2) -+ (bn —an) (1.14)

On admet qu’il existe une tribu de R™ engendrée par les pavés appelée tribu des boréliens de R" et notée
B (R™) et une mesure définie sur elle, notée m, (ou dm, ou dz; ...dz,), qui généralise le volume des
pavés. La théorie de l'intégrale se déroule ensuite identique en tous points & celle de la dimension n = 1.
On écrira par exemple pour le cas n = 2

[ sams = [[ stpamao) = [ sty L15)

Pour n = 3, on pourra faire figurer trois signes [ successifs. Si E est un borélien de R™ on définira :
/ fdm, = / 1gfdm, (1.16)
E n

1.2.6 L’intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré

On peut encore étendre la notion d’intégrale de Lebesgue & des espaces qui ne sont plus mesurés par
une mesure de Lebesgue. Cette extension s’applique immédiatement aux probabilités.

Soit © un ensemble et F une tribu sur  (famille de parties de Q vérifiant 1., 2., 3. dans la section
1.2.1). Soit p une mesure sur ) c’est-a-dire par définition une fonction définie sur F & valeurs positives
ou infinie et o-additive (si (Ay),cy collection dénombrable de parties de F deux & deux disjointes alors

Iz (U An) = ZN(An))

La construction de I'intégrale (de Lebesgue selon la mesure p) se fait alors comme précédemment et on
la définit pour une fonction f sommable sur €. On la note :

/Q fdu on /Q F(@)dp(w) (1.17)

1.2.7 Exemples (trés instructifs)
Exemple 1 : mesure de probabilité

Si la mesure p est de masse 1 (u(Q2) = 1) cette mesure est appelée probabilité et souvent notée P.

Alors l'intégrale / f(w)dP, si elle existe s’appelle espérance de f.
Q

Exemple 2 : mesure de comptage

Q =N, F = {parties de N}, u({n}) =1Vn eN

Alors
(o)
[ gau=3 s, (1.18)
N 0
(« Une série s’interpréte comme une intégrale »)

Exemple 3 : mesure de Dirac
Sur (R, B(R)) on pose, pour tout A € B, et a € R fixé,

da(A) = { (1) :i 8 ;j (1.19)

On notera § si a = 0. Cette probabilité est aussi appelée mesure de Dirac. On a fR fdé = f(0).
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ATTENTION : doé n’est pas une mesure de Lebesgue sur R, en effet §([0,1]) = 1 mais §([1,2]) = 0.

Exercice d’application immédiate

Soit Q = Z, F = parties de Z, u{n} =1 Vn € Z.
Comment s’exprime [, fdp?

1.2.8 Ensemble négligeable

On sait qu’une fonction continue positive sur un intervalle [a, b] et d’intégrale nulle est alors constam-
ment nulle sur [a,b]. Dans notre nouveau cadre on a :

Théoréme 5 Soit f > 0, d’intégrale nulle sur R, alors f =0 (pp).

Par exemple fR lgdz = 0, et on sait aussi que QQ est dénombrable donc de mesure nulle. Mais, aussi
Pensemble de Cantor (inclus dans [0, 1]) n’est pas dénombrable et de mesure (de Lebesgue) nulle. Ainsi,
affirmer qu'un ensemble F est de mesure nulle (on dit aussi, et c’est une définition, que I’ensemble est
négligeable) dans [0, 1] par exemple, c’est remarquer que E a une certaine maigreur. Pour autant, il peut
étre plus étoffé que « les rationnels de [0,1] ». Du point de vue du nombre des éléments (la cardinalité)
Pensemble de Cantor est aussi étoffé que [0, 1], pour autant il est de mesure nulle alors que [0, 1] est de
mesure 1!

1.3 Consistance entre les intégrales

On a déja observé avec la fonction de Dirichlet qu’une fonction non intégrable au sens de Riemann
pouvait étre sommable (au sens de Lebesgue). En fait, on a :

Théoréme 6 Si une fonction f est Riemann intégrable sur [a,b] alors f est sommable (Lebesgue) et les
deuz intégrales coincident.

La réciproque est fausse. Par ailleurs, la Riemann-intégrabilité admet la caractérisation suivante :

Théoréme 7 Soit f une fonction bornée sur [a,b], alors f est Riemann intégrable <= f continue presque
partout.

On rappelle qu’une propriété est vraie presque partout (notée p.p ou p.s en probabilité) si elle est
vraie en dehors d’un certain ensemble de mesure nulle. On retrouve avec le théoréme 7 le fait que la
fonction de Dirichlet n’est pas Riemann intégrable puisqu’elle n’est jamais continue.

Remarque 8 Ce qui précede justifie I'habitude de ne pas distinguer par les symboles utilisés intégrales
de Riemann et de Lebesgue. En outre, dés maintenant pour fixer les idées, on peut aussi remarquer
que les fonctions admettant une intégrale impropre absolument convergente sont aussi sommables au
sens de Lebesgue et les deux intégrales sont égales. Des bizarreries apparaitront dans le cadre de la
semi-convergence.
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1.4 Troisiéme niveau de la théorie de l'intégration : l'intégrale
impropre

1.4.1 Exemple de base

[e's) x A T
Soit a > 0, on cherche & donner un sens a ’expression / —. Pour cela on considére / — avec
1 L 1z

A > 1, cette intégrale est clairement définie car z — —- est une fonction continue sur [1, A]. Sachant que :

—a+1 A AfaJrl -1
A g [ :C } = — si a#l
/ =] lrar1l, —a+1 , (1.20)
1
[lngc}‘l4 = In A sioa=1
. - . : o < dx
Iintégrale précédente a une limite quand A — oo si et seulement si o > 1. Cette limite est notée / —
1 X

on dit qu’on a affaire & une intégrale généralisée convergente ou encore intégrale impropre.

1.4.2 Remarque de terminologie

. < dw . e e A da . e
L’intégrale — est appelée « impropre » par opposition a I'intégrale — servant a la définir.
1 x

Cette derniére est en effet « propre », autrement dit c’est une intégrale de Ri(lemann habituelle (et donc
aussi une intégrale de Lebesgue).

L’intégrale impropre est une limite d’intégrales (de Riemann souvent). Par ailleurs, une intégrale (Rie-
mann ou Lebesgue) est aussi une limite (remarquer les sup dans les définitions d’intégrale).

1.4.3 Plus généralement
Soit f une fonction continue sur [a,b[ (b fini ou infini) on dit que l'intégrale impropre de f sur [a,b]
b
existe et est notée / f(z)dz si [T f(z)dz admet une limite quand ¢ — b~. Cette limite est justement

a
I’intégrale impropre en question.

b b
Théoréme 9 Si / |f| < oo alors lintégrale impropre / f existe et c’est aussi l'intégrale de Lebesgue
de f. ‘ ‘

Remarque 10 On dit encore que pour les intégrales impropres, I’absolue convergence implique la conver-
gence.
On écrit aussi avec la convention ACV pour Absolument ConVergente et CV pour ConVergente :

ACV = CV (1.21)

On est invité a rapprocher cette propriété de celle, bien connue, des séries numériques a savoir (Zgo |an]
CV= > a, CV).

1.4.4 Deux exemples incontournables

Exemple 1

Les deux intégrales impropres suivantes sont aussi des intégrales de Lebesgue car les fonctions intégrées
sont positives et on a :

~d La
/ o ovssia>1 /x—fCVssia<l (1.22)
1 0

xa
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Exemple 2

sinx

= 0o. Ainsi la fonction %
€ 0

n’est pas sommable sur [0, +00[, mais elle y admet une intégrale impropre (qui n’est pas une intégrale de
Lebesgue). On dit que P'intégrale est semi-convergente (SCV) sur [0, +o0].

*® sinx . *® sinx T . >
dz est convergente (en fait dr = 5), mais
0 & 0

1.4.5 Remarque

Il y a beaucoup d’autres prolongements de l'intégrale : intégrale convergente en valeur principale

(vp | f), intégrale de Denjoy, Carleman. .. On reviendra plus tard sur la convergence en valeur principale.

1.5 Espaces fonctionnels classiques

1.5.1 Notations

On introduit ici des espaces et des notations commodes. Soit I un intervalle de R (on pourrait aussi
bien prendre & la place de I un domaine de R? ou R?).

e L’espace des fonctions sommables sur I muni de la mesure de Lebesgue,

1 N N :
L(I,ml)_{f.l C /I|f|<oo},

qu’on note simplement L*(I).
e L’espace des fonctions de carré sommable ou encore espace des fonctions d’énergie finie sur [ :

LZ(I):{f:I—mC : /I|f|2<oo}.

e L’espace des fonctions bornées sur I :

L¥(I)={f:1—-C : supr|f| <oc}.

1/2
On doit remarquer que |||, = [;|f], [Iflly = (fl \f|2) , I flloo = supr|f|, sont des normes sur

LY(I), L*(I), L>=(I) respectivement. La norme « L? » dite encore « de I’énergie » est déduite d’un pro-
duit scalaire & savoir : [, f(x)g(z)dz.

Signalons quelques relations d’inclusion entre espaces fonctionnels :

e C [a,b] C L'([a,b]). En effet une fonction continue sur un segment [a,b] est Riemann intégrable et
par suite sommable sur [a, b].

e C(RY) ¢ L*(RT). Ezemple : f(z) =

e €(10,1]) ¢ L'(0,1]). Bremple : f(z) = L

e Si I est un intervalle borné (pas nécessairement fermeé) on a

L*(I) C L*(I) C L'(I).
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1.5.2 Mesure de comptage
On part maintenant de N muni de la mesure de comptage u. Une fonction de N & valeurs dans R ou C

est alors une suite u réelle ou complexe et 'intégrale relativement a p est / udp = Z Up. On introduit :
N u=0

ll(N) = { un neN - Z|un‘ < OO} (1.23)

P(N) = {(un)neN: Zlun2<oo} (1.24)
0

0N) = {(unhnen ¢ suplun] < o} (1.25)

On a de méme sur ces espaces « discrets » les normes :

o0
bully = 37 ful
0
V2wl

ull .o = sup |un|
neN

=
|

Nota : ||u]| est la norme de I’énergie, qui est un prolongement naturel de la norme euclidienne.
Avec notre théorie de 'intégrale, on retrouve trés facilement les résultats classiques sur les séries.

Par exemple
/ |u| dp < 00 = / udp existe (1.26)
N N
(oo} o0
= Z [tn| < 00 = Zun existe (1.27)
0 =
— (Z lun| CV = Zu” cv ) (1.28)

1.6 Exemples (variés)

1.6.1 Exemple 1

/ / / drdty Aoy pyoule unité de B” (1.29)

Cette intégrale généralisée converge ssi a < n.
Démontrer ce résultat pour n = 3.

1.6.2 Exemple 2

// daxdy = // dzdy (1.30)
carré fermé carré ouvert

En effet, la frontiére du carré est de mesure de Lebesgue nulle sur R? (aire nulle).
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1.6.3 Exemple 3

sinx

¢ L'(RT) (1.31)

T

En effet :
/°° sinz| f /(”""1)7r
0 Z B n=—oo Y nmT
1 (n+1)m )
2 Z e / |sin z|

1 i 1

1.6.4 Exemple 4
> sinzx
Nature de 'intégrale —dz?
& 0o Vzxz+1
sinx sinx sinx

On pose f(z) = . Comme & l'infini, on a on peut faire apparaitre et

va2+1 z Vaz 1
1

. i 1
disparaitre 2% dans f(z). Ainsi f(z) = ST + g(z) avec g(z) = Sinx(ﬁ — —). Mais [g(z)[ < a;%
X x X

ST GaV et / g(z) ACV, on déduit que [ f
0

sur un voisinage de l'infini. En définitive, comme /

0 X
SCV.

1.6.5 Exemple 5

/ Inzdz est ACV donc sommable sur ]0,1]. En effet comme /zInz est bornée sur 0, 1], il vient
10,1]

nz| < 7% et —= € L1(]0,1]).

1.7 Théorémes d’interversion

11 s’agit de pouvoir décider facilement si / lim f, = lim / fn?

Bien str il faut s’assurer de l'existence des deux membres, mais cela ne suffit pas comme le montre
P’exemple de La bosse glissante.

A
Ll-o--

>

4

| n+1

F1G. 1.4 - Graphe de f, = Ljg 1)(z —n)

Soit fn(z) = 1jp,1)(x — n) avec n entier, x € R. On vérifie facilement que f,, converge ponctuellement
sur R vers la fonction nulle notée 0. Par suite : [, lim f, = 0 # 1 = lim [; f,,. Les deux théorémes qui

suivent donnent des conditions simples d’utilisation, entrainant [ lim f,, = lim [ f,.
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1.7.1 Théoréme de convergence monotone (Levi 1906)

Théoréme 11 Soit (E, ) un espace mesuré et (f,), n =10, 1, 2, ..

. une suite de fonctions positives
sur E vérifiant :

1. La suite est croissante fo < f1 <--- < fn...

2. La suite converge presque partout vers une fonction f

Alors :
/ fdp = lim/ fndpu (1.33)
E E

Remarque : La quantité (1.33) peut étre finie ou infinie, autrement dit les fonctions f,, [ considérées ne
sont pas supposées sommables sur E.

Exemple

fn(x) = 1[_n77l](x)m, n = 1,2,... (134)

[
=]
3

F1G. 1.5 — Graphe de f et de f, = 1|, n)(2)f

Chaque fonction f,, est positive et admet donc une intégrale de Lebesgue. Comme f,, est bornée sur
son support borné, continue, c’est aussi une intégrale de Riemann. fR fn= f:bn lez dr = 2arctann. La
suite converge simplement vers la fonction f(z)

_ 1
1422

Il résulte [ f = lim 2arctann = m. On retrouve le fait que f est sommable sur R (f € L'(R)); que son
R

n—oo

intégrale (de Lebesgue) qui est aussi une intégrale généralisée convergente vaut .

1.7.2 Théoréme de convergence dominée (Lebesgue)

Théoréme 12 (convergence dominée de Lebesgue) Soit (E,u) un espace mesuré et (f,) n
0,1,2,... une suite de fonctions E — C vérifiant :

(i) (convergence ponctuelle) (f,) converge presque partout vers une fonction f ;

(ii) (domination) Il existe g € L'(E, p) telle que Vn=0,1,... |f.| < g (p.p) .

Alors chaque f, (n=20,1,...) et f sont sommables sur E, en outre

/Efdu=ligl/Efndu- (1.35)

Exemple 1

La bosse glissante et ses translatées entiéres ne peuvent étre collectivement dominées, c’est pourquoi
le théoréme d’interversion ne s’applique pas.
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Exemple 2

cosnx

On a|fy] < 1_s_%zgetgeLl(R).
. . . 0 siz#0
Mais aussi (f,,) converge ponctuellement vers la fonction f = 1 siz=0
Par le théoréme de convergence dominée on déduit que :
“+o0
lim CONE e — 0 (1.37)

n—+oo [_ o 14 n222

Exemple 3
Limite quand n tend vers +oo de [’ (1+ 2)" e 2*dz?

Soit fn(z) = (1—&—%) e ¥ 19, (z). On a toujours (1+ %) < €”. Par suite |f,(2)] < g(z) =

o0

e®e?® = ¢=% ¢ L' (R™). D’autre part £, converge simplement vers e~*. La limite cherchée est e Tdx =

0
1.

Contre exemple 4

On considére la bosse piquante la plus simple f,,(x) = nlj 1)(x) sur R*. (Terminez vous-meéme, cela
ne vous fera pas de mal!)

1.8 Intégrale dépendant d’un paramétre

1l s’agit de donner des conditions aussi simples que possible pour manipuler
F(O) = [ f(t.0)dn, (1.38)
Q

La fonction du type (1.38) s’appelle intégrale dépendant d’un parametre : ce genre de fonction intervient
dans tous les domaines de la science y compris dans les domaines les plus appliqués. On part d’une
fonction de deux variables (¢ et x) définie sur J x © ou J est une partie de R au voisinage d’un point ¢g
fixé, (J sera un intervalle ouvert contenant tg) et {2 sera un espace mesuré avec une mesure notée p. Pour
ne pas se compliquer la vie (inutilement 7) on pourra remplacer € par un intervalle et p par la mesure de
Lebesgue dx sur cet intervalle.

1.8.1 Théoréme (continuité de F)

Théoréme 13 Supposons que :
(i) (continuité) Pour p presque tout x, la fonction partielle f(-,x) est continue en t;
(ii) (domination) I existe g(x) € L' (Q,du) tel que pour tout t € J, |f(t,z)| < g(x).
Alors F est continue en tg.

Exemple 1 : transformée de Laplace

Soit u € L*(R*, dz), la transformée de Laplace de u est :
L(u)(p) = / e PPy (z)dx (1.39)
0
L(u) est continue sur [0, 400 d’aprés le théoréme précédent.
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Exemple 2 : fonction I' d’Euler

La fonction I' (gamma) est continue sur |0, 4+oo[, voir TD.
oo
') = / e dx (1.40)
0

1.8.2 Théoréme (de dérivation sous le signe somme)

Théoréme 14 On suppose que pour chaque t € J, f(t,-) est sommable sur Q et que :
(i) (dérivation) pour p presque tout x, %(-,x) existe pour chaque t € J
(ii) (domination) il existe g(z) € L' (Q, i) tel que

vVt e J; 8f( x)| < g(x). (1.41)
ot
Alors F dérivable sur J et pour chaque t € J,
F'(t) = a—f(t,x)duz. (1.42)
q Ot

Commentaires

1. On rappelle qu’une propriété est vraie p presque tout x (p pp) si cette propriété est vraie pour tout
z en dehors d’un ensemble de mesure nulle (inclus bien-str dans ().

2. Il y a de nombreuses variantes du théoréme précédent qu’on est amené & rencontrer au fil des
lectures en physique, statistique, traitement du signal, mathématique... Comparez-les au théoréme
précédent pour affiner votre compréhension.

Exemple travaillé

Calcul de / S
0 x

— On pose F(t) = [ s2Ze~ "y,

— D’aprés le theoreme de continuité, F est continue sur ]0, +o00[. Avec un effort supplémentaire, on
démontre que F est continue en 0, également (difficile).

Par le théoréme de dérivation, pour ¢t > 0 on a F'(t) = — [[“(sinz)e "*dx =
égalité suit d’un petit calcul a faire absolument !).

Il résulte que F(t) = —arctant + C.

dx?

T = (la derniére

— En reprenant I’expression intégrale de F'(t) on observe que « F'(co) »= 0 et par suite C' = +7
~ Quand t — 0%, en se souvenant de la continuité de F' en 0, il vient F(0) = arctan(0) + 5 = %.
— En conclusion on a :
e
/ ST =T (1.43)
0 X 2

Contre exemple a travailler

F(S)/+oo e

oo 1+ 22

Par le théoréme de continuité, F' est continue sur R. Observer que le théoréme de dérivation ne peut
s’appliquer (dire pourquoi). On verra que F(¢) = me~lél (c’est une transformée de Fourier classique), ainsi
en dehors de 0 on a affaire & une fonction C*°. Cette propriété s’observe donc trés mal avec la présentation
intégrale ci dessus!
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1.8.3 Importance de ces théorémes

On utilise beaucoup les théorémes précédents a propos des transformées classiques :

L(fip = /OO e PLf(t)dt (Laplace)

0

=
~
~—
"
S~—
|

/+00 f(t)e stdt (Fourier)

S(fx) = /_ h %dt (Stieltjes)
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Chapitre 2

La base des distributions

« Une théorie est belle quand les résultats s’enclenchent les uns dans les autres dans la simplicité et
qu’on a le sentiment de la nouveauté.
Réduire les problémes issus de la physique 4 un probléme de mathématiques pures, ¢a ne va pas. Il faut
l’éviter autant que possible.
On doit pouvoir introduire de nouvelles méthodes méme si elles ne sont pas comprises; par exemple
travailler mécaniquement sur des séries divergentes. Pourquoi ne pas dériver une demi-fois si ¢a nous
arrange ! »

Ces affirmations un peu sentencieuses ont toutes & voir avec la théorie des distributions. Le propos
du chapitre est d’exposer les rudiments de cette théorie.

2.1 Introduction heuristique

Avant Joseph Fourier et son mémoire sur ’équation de la chaleur (1807), une fonction est une cor-
respondance entre nombres issue d’une formule explicite ; c’est ensuite que ’on trouve la définition que
chacun connait. Plus récemment, physiciens et ingénieurs ont travaillé avec une fonction § nulle partout
sauf en 0 (o elle vaut +o0o) de telle sorte que [ ddz = 1. Bien évidemment, une telle fonction ne peut
exister car méme avec 6(0) = +oco on a malgré tout [ ddz = 0, il est donc impossible d’avoir [ ddz = 1.
Ainsi, une nouvelle interprétation de § est possible comme répartition de masse sur R avec toute la masse
concentrée en 0. On aboutit & la notion de mesure qui s’interprétera aussi comme cas particulier de
distribution. On passe maintenant & « l’action mathématique ».

2.2 Fonction comme fonctionnelle

2.2.1 Introduction
Pour obtenir la valeur d’une fonction f en un point z(, on peut faire agir f sur des indicatrices, par
2

exemple considérer la quantité /fIL]xO_g zo+5[ qui vaut & peu pres ef(zo) (si f est assez réguliére sur un

voisinage de (). Mais les indicatrices ne sont pas réguliéres (présence de coins) et ne permettent pas des
intégrations par parties. On va donc choisir pour fonctions test des « versions arrondies » des indicatrices
précédentes.

2.2.2 D(R) ou la classe des fonctions test sur R

D(R) est l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables (C*) 4 support borné dans R et 4 valeurs
dans C.

On rappelle que pour une fonction f définie sur R, son support est le plus petit fermé de R contenant
{r€R : f(z) # 0}. Il est noté supp f. Par exemple : supp 1jg,1) = supp Ljo,11 = [0, 1].
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D(R) est un C-espace vectoriel. Cet espace n’est pas réduit a la fonction nulle. Construisons par

exemple une fonction appartenant & D(R) de support [—1,1]. On part de la fonction u(t) égale a e
pour t > 0 et nulle ailleurs. On montre par récurrence que u est C* sur R et on pose alors ¥(z) =
u(l — x2). Cette fonction est C°> comme composée de fonctions C* et de support {1 — 2% > 0} soit
encore {|z| < 1} =[-1,1].

Exercice
Soit [a,b] un segment réel, construire une fonction de D(R) ayant pour support [a,b]. Idée : réaliser

des translations, dilatations, sur la fonction ¥ ci-dessus.

Théoréme 15 Soient f,g € L} .(R).

loc

Si pour chaque ¢ € D(R) on a /fgp = /gcp alors f =g (pp).

Ce théoréme dit que pour définir une fonction sur R, on peut la préciser en donnant ses images f(x)
des points de R ou aussi bien par ses actions f fop sur les fonctions test sur R.

Oun a également besoin d’une « topologie » de I’espace D(R) (D en abrége) ; en fait on se contente de
définir la convergence dans D.

Définition 16 On dit qu’une suite @, d’éléments de D converge vers ¢ € D et on note p, KA p s
1. Les supports des ¢, et ¢ sont dans un méme segment de R

2. Il y a convergence uniforme de , vers ¢, de . vers ¢', ..., de go%k) vers o®) .
En formalisant ce qui précéde on a :

35 segment réel tel que supp ¢ C S; supp ¢, C S, Vn
(2.1)

n ————— ssi
ot ? Vk €N, sup|e®(z) —® (2)] e 0
zes n—Tee

A Daide de cette maniére de converger (un peu spéciale!) dans D, on pourra définir continuité, etc. .. pour
les distributions que ’on va définir maintenant. On remarquera enfin que ce qui précéde se généralise
aisément a l’espace des fonctions test sur R™ ( : D(R™)) ou sur un ouvert 2 de R™ ( : D()).

2.3 Définition d’une distribution

2.3.1 Définition

Une distribution T sur R est une application linéaire continue de D(R) dans C.

T-D — C
p — <T,p> (2.2)

Si T est a valeurs réelles on dit que la distribution est réelle.

Remarque

Une application linéaire d’'un C-espace vectoriel V' dans C s’appelle une forme linéaire. Ainsi T est
une forme linéaire continue sur D(R). On note D’'(R) I'ensemble des distributions sur R (en abrégé D').
De maniére analogue, D’(2) sera ’ensemble des distributions sur 2 ouvert de R™. Tous ces ensembles
sont des C-espaces vectoriels. On note aussi < T, > l'image de ¢ € D par la distribution 7.
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Exemple 1 : Distribution de Dirac
4, distribution de Dirac, est définie par

6:D — C
p — <($,(p>:<p(0) (23)

Exemple 2 : Distributions réguliéres

Pour f € L},.(Q); laction ¢ € D(Q2) — [, f¢ définit une distribution sur Q notée 7.

loc
Tf . D(Q) — (D

o — <T}, >=/thp (2.4)

On a vu que Ty = T, & f = g pp sur Q. Une distribution représentée par une fonction s’appelle une
distribution réguliére. Ainsi § n’est pas une distribution réguliére.

2.4 Deérivée d’une distribution

Définition 17 Soit T une distribution sur  (ouvert de R), la dérivée de T au sens des distribution,
notée T', est définie par
T :D(Q) — C
o — <T o>=—-<T¢ > (2.5)

Remarques

— On vérifie qu’effectivement la formule (2.5) définit bien une distribution.
— Plus généralement, la dérivée k™€ est définie par :
<TW p>=(-1)F < T,pH*) >
— Pour une distribution sur R"™, on définit de maniére analogue une dérivée partielle.

Exemples
1. (Ty)' = 3§ (On note souvent et on dit Y/ = § au sens des distributions)
2. Si f est C! alors (Ty) =T

3. (formule des sauts) Si f est C! par morceaux, par exemple avec une unique discontinuité en g
de saut o, on a (Ty)" = f' + 00,, (dans cette formule, f’ est la dérivée usuelle définie partout sauf
en g, en outre o = f(xg) — f(zy)).

Exercice

(n Jal) = vp (26)

1
loc

On aura vérifié auparavant que In|z| € L; (R) et on rappelle que vp% est la distribution définie par :

1
< vp;, @ >= lim @dx v € D(R) (2.7)

=0 Jiz>e T
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2.5 Multiplication f7T quand f est C*™

Définition 18 Soit f une fonction C*° sur Q et T une distribution sur 2. La distribution fT est définie
par

fr:DQ) — C
o — < fT,p>=<T,fo> (2.8)

On vérifiera que (2.8) définit bien une distribution. Il est & noter que f reste une fonction test car f
est C*™.

Exemple :

f0z, = f(x0)ds, (échantillonnage) (2.9)

2.6 Support d’une distribution
On dira que deux distributions R sont égales sur 'ouvert 2 C R si :
Yo € D(Q), <Ti,p>=<Tp,p > (2.10)
Exemple : 2§ et § coincident sur R*.

Il est maintenant possible de définir le support d’une distribution 7" comme le plus petit ensemble
fermé F tel que T = 0 sur le complémentaire de F' (on aura remarqué que le complémentaire d’un fermé
est un ouvert).

supp 0 = {0} (2.11)

Théoréme 19 Soit T une distribution sur R, alors supp T =0 ssi T est une combinaison linéaire finie
de Dirac et de ses dérivées.

2.7 Convergence d’une suite 7;,, de distributions

Définition 20 (convergence dans D’'(Q), ou convergence faible) Une suite T,, de distributions sur
Q converge faiblement vers T si :

Ve eD(Q),  <Tnp>——=<Tp> (2.12)
On note T, _r, T .
n—+4o0o

Remarquer le paralléle entre la convergence faible d’une suite 7T;, et la convergence simple (ou ponc-
tuelle) d’une suite de fonctions.

Exemples
1. %]l[,s £] D—/> )
22) 0

2. Suite régularisante : Soit f € L'(R) telle que supp f = [~1,1], f est C*, 0 < f < 1. On pose
fe(z) = 1 f(£). Alors f. D—O> d (voir TD).

e
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2.8 Primitive d’une distribution sur R

On remarque d’abord que deux primitives d’une méme distribution différent d’une constante (on
démontre que T = 0 sur R ssi T = cte)

En revanche, une fonction sur R n’admet pas nécessairement de primitive, sauf si on raisonne p.p.
Montrer par exemple que 1o, est une fonction qui ne peut avoir de primitive sur R. On a quand méme :

Théoréme 21 Une distribution sur R admet toujours une primitive (unique a une distribution constante
additive pres).

La procédure de passage & la primitive est toujours une procédure de régularisation.

Démonstration

Faisons I'analyse de la question. Soit 7" une distribution sur R et on appelle S une primitive de 7. On a
nécessairement, d’une part < S’, o >=< T, > et d’autre part < S, p >= — < S, ¢’ >. Par conséquent,
S est obligatoirement définie sur les fonctions test qui sont des dérivées de fonction test. Autrement dit,
dés que ¢ € D a une primitive dans D notée ¥, on a :

<Sp>=—-—<T,¥ > (2.13)

Bien entendu, S n’est pas définie partout sur D a I’aide de (2.13). Pour terminer on procéde de la maniére
suivante :

1. Si ¢ € D a une intégrale nulle (& savoir [ ¢ = 0), alors ¥(z) = [*__¢(t)dt est une primitive de ¢
appartenant a D.
Bien entendu il ne peut y avoir qu’une seule primitive dans D, pourquoi ?

2. On choisit une fonction test ¢ telle que [ ¢y =1 (observer que ¢, existe bien). Soit ¢ € D, on a

<p=s0—</s0)<po+(/<p>soo (2.14)

P

On remarque que v est une fonction test d’intégrale nulle. D’aprés le point 1, cette fonction admet une
primitive ¥; € D, qui est

nw) = [ wwi= [ o0 ([¢)etv] (2.15)

On pose alors

<S> = <S,1/1>+</50)<S,g00> (par linéarité deS)
= —<T,\U;>4+< <S¢g> ,p> (2.16)
N——r

distribution cte

On remarque que (2.16) définit bien une distribution sur R et que S’ = T'. En effet,
<S8 p>=—<8 ¢ >=<T,¢ >, (2.17)
puisque [ ¢’ =0et [* ¢/ (t)dt = o(z).

2.9 Exemples de distributions

2.9.1 Distribution sur R? (ou R?) portée par une courbe v orientée

On suppose la courbe v de classe C'. On définit une distribution 4, (Dirac porté par la courbe 7) par

0,:D — C

o — <dye >=/<p (2.18)
Y
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ol fv  est une intégrale curviligne (souvenir de MT22 pour les étudiants issus de TC) qui se calcule avec
un paramétrage de . Par exemple, si

g:[0,1] — R?
t — gt (2.19)

est un paramétrage de -y, alors

1
/ o= / o)y (D)t (2.20)

Plus généralement, si p est une fonction réguliére définie sur la courbe ~y, on considérera

< pby, p >= /w- (2.21)
vy

2.9.2 Distribution portée par une surface

De la méme maniére, & propos de distribution portée par une surface ¥ réguliére (de R?), on introduit
la distribution Jy définie par :

ds :D(R?) — C
p — <(52,Lp>=//tp (2.22)
P

ou [ fz  est une intégrale surfacique (chercher par vous-méme la formule de calcul & 'aide d’un para-
métrage de X).

28



Chapitre 3

Fourier périodique

3.1 Heuristique
Au début du 19%™€ siécle, on connait I’équation de la chaleur

ou  0%u
— = — (3.1)
ot 0z2
u est la température dans une barre rectiligne au point d’abscisse = & la date t. Les scientifiques de
I’époque, aussi bien physiciens qu’ingénieurs ou mathématiciens désirent « écrire »les solutions de (3.1)
soumise a des conditions initiales ou aux limites variées.
En ces temps-1a, pourtant historiquement denses, la distinction entre physicien avec un grand P,
ingénieur technologue avec un grand 7, mathématicien avec un grand M n’a pas encore exercé de ravages.
Le probléme précédent se rameéne & exprimer une fonction f de période 27 & I’aide de fonctions connues
par analogie avec I’écriture

2 n
e T T
e —1+2!+ +n!+ (3.2)
Fourier, occupé a assécher les marais de la Dombes, prés de Grenoble, a par ailleurs I’idée que sin«,
cosz et leurs lignes harmoniques suffisent. Dans la présentation actuelle il prétendrait que f est une
combinaison linéaire infinie des « fonctions de base » ¢"™* quand n = 0,£1,42,...
Autrement dit,

f _ Z cneinx. (33)

nez

Si ng est un entier relatif fixé, en multipliant les deux membres de I’équation précédente par e~ *"o®
et en intégrant entre 0 et 2, il vient (aprés avoir utilisé [>° =>" [) :

1 2w )
Cng = =— flx)e "% dx avec ng € Z (3.4)
2T 0
Ainsi, en suivant Fourier,
1 400 27 ) )
f(z) = o n;oo ( ; (s)emsds> emne. (3.5)

Les matheux se sont inquiétés des sommes infinies, des convergences utilisées. Les praticiens ont
transformé les sommes infinies en sommes finies et, malgré cela, ont obtenu des résultats remarquables
dans de nombreux domaines. Cette effervescence scientifique n’est pas retombée a I'aube du 21¢™¢ siécle!
Elle a pris alors un tour nouveau avec la théorie des ondelettes (et la pratique en traitement du signal).
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3.2 La clef

Soit E un espace euclidien (R espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire) pourvu
— — »
d’une base eq,...,e, orthonormée.
— 2
Un vecteur v s’analyse par ses coordonnées :

r;=< v, > aveci=1,..., n; (3.6)

et se synthétise par :

n
v =) we. (3.7)
i=1
Comme moyen mnémotechnique, penser encore et toujours & I’espace familier R3. En outre,
17)? = Z x? (Pythagore ou aussi bien Parseval). (3.8)
L’astuce, dans ce qui va suivre, est de transposer ’analyse synthése & un contexte d’espace fonctionnel

de dimension infinie, & savoir I’espace des fonctions 27-périodiques « légérement » contraint pour pouvoir
définir un produit scalaire.

3.3 Rappel jusqu’a Banach et Hilbert

3.3.1 Espace métrique (X, d)

X est un ensemble; d est une application de X x X — RT appelée distance vérifiant les 3 axiomes :
1. d(z,y) =d(y,z) Vr,ye X

2. d(z,y) =0 < z=y

3. d(z,y) <d(z,z2) +d(z,y) Vx,y,2€ X

Dans un tel espace, on peut introduire des boules (ouvertes ou fermées), voisinages, limite, continuité,
etc ... Par exemple, la suite z,(n =0,1,...) converge vers « si d(z,z,) —— 0.
n—oo

Exemple 1 : ensemble a 2 éléments

Pour X = {a,b}

Alors (X, d) est un espace métrique.

Exemple 2 : R et C

X= R d(z,y) =]z —y| (valeur absolue)
X= C d(z,y) =]z —y| (module)
3.3.2 Espace vectoriel normé (E, | ||)
E est un espace vectoriel sur R ou C, une norme || || est une application de F dans R* satisfaisant :
N1: AT = A7)l VAeRou C;v eE
N2: 7] = 0 ssi v =0 (3.10)
N3: [|[w+7| < |¥]+|7] (inégalité triangulaire)
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Il y a une distance naturellement associée par :
d(u,v) = ||u -7 (3.11)

De cette maniére, un espace vectoriel normé est de maniére induite un espace métrique. Par exemple,

v, tend vers v (dans E) quand n tend vers l'infini si v — v|| —— 0.
n—oo
Exemples
e L'(R), muni de la norme || f| = j;o |f|dx;

e L'0,T], muni de la norme || f|| = fOT |f]dx;

e [1(Z), ensemble des suites x = (z,,)nez telles que Z |2,| < 00, est normé par ||z[p = 7% |2,
neZ
e de méme [}(N), ... (continuez vous-méme) ;
e [*(N), ensemble des suites © = (z,,)nen bornées, est normé par ||z]|ec = sup |z,|;
neN

o L>°(R), ensemble des fonctions (essentiellement) bornées sur R, est normé par || f||e = sup |f(z)|;
z€R

e Si € est I'espace affine (espace des points) associé a I’espace vectoriel R? (qui est normé), on a alors
une distance sur £ par :

d(Ml,MQ) = HM1M2|| VMl,MQ cé& (312)

(Ravivez vos souvenirs de terminale).

Exercice

Soit E un e.v. On pose d(u,uw) = 0 et d(u,v) = 1 si w # v dans E. Montrer que d est une
distance sur F qui ne peut étre déduite d’une norme.

3.3.3 Espace de Banach

Un e.v. normé (sur R ou C), complet est appelé espace de Banach. Dans ces espaces, on sait évaluer
des tailles, mais on ne sait pas introduire 'orthogonalité, les angles ...
On rappelle qu’un espace E est complet si chaque suite de Cauchy est convergente dans E.

3.3.4 Produit scalaire sur le R ou C e.v. E

Un produit scalaire sur E est une application de E x E dans R ou C notée (-|-) qui doit veérifier :
— linéarité par rapport & la premiére variable;

— symétrie (hermitienne si E est un C e.v.) (resp (u|v) = (V|W));

— positivite (7’| V) > 0;

— non dégénérescence (v|v) =0 < v =0.

Dans le cas d’un produit scalaire sur R on déduit facilement la linéarité du produit scalaire par rapport
a la deuxiéme variable. Dans le cas du produit scalaire sur C, la symétrie hermitienne permet de déduire
I’antilinéarité (et non pas la linéarité) par rapport & la seconde variable, & savoir (7 |\ 7)) = AW |7).

Définition 22 Un e.v. H (sur R ou C), muni d’un produit scalaire complet, s’appelle un espace de
Hilbert,.

On aura remarqué que le produit scalaire induit immédiatement une norme par ||| = /(¥ |W).
Ainsi, un espace de Hilbert est un espace de Banach.

Attention, la réciproque est fausse :

Théoréme 23 (Jordan, Von Neumann) Une norme se déduit d’un produit scalaire ssi la loi du pa-
rallélogramme est vérifiée.
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Loi du parallélogramme ou identité de la médiane :
211+ 17701%) = lu + )] + u = v]? (3.13)

Ainsi, L'(R) (ou I*(N)) est un Banach qui ne peut étre Hilbert. Les espaces L? et [? sont des espaces
« énergétiques » qui sont toujours des espaces de Hilbert : ainsi, L?(R) espace des « signaux d’énergie

finie » muni de (f|g) = fj;: fg; ainsi L?([0,T]) espace des « signaux de puissance finie » muni de

(flg) = fo fg.

3.4 Représentation de Fourier dans L*([0, 7))

3.4.1 On revient sur quelques définitions

L2([0,T]) (T > 0) est le C espace vectoriel des fonctions définies sur [0,7] & valeurs complexes de

carré sommable : f € L2[0,T] += fOT |fI? < oo.
Si on se limite aux fonctions & valeurs réelles, on a alors un R espace vectoriel. On a ainsi deux espaces
notés LZ([0,7]) et L([0,T]). On supprime la distinction faite par I'indice C ou R quand il n’y a pas
d’ambiguité. On remarque également qu’il n’y a pas de différence entre L2[0,7T] et L]0, T[ puisque par
rapport & l'intégration selon la mesure de Lebesgue, le fait de rajouter un point & I’ensemble de départ
(passer de [0, T & [0,T]) ne change rien.

Le fait essentiel est que I’espace H = L?([0,7T]) est un espace de Hilbert. On va donc faire de la
géométrie dans cet espace de fonctions un peu compliqué, comme si on était dans ’espace euclidien usuel
qui nous entoure.

Le produit scalaire est

(flg) = / fgdz, (3.14)
et la norme qui s’en déduit est
3

11l = VD = (1 / |f|2dx> . (3.15)

On dit aussi que f est orthogonal & g (ou f L g) si (f|]g) = 0. Un sous espace fermé H; de H admet
alors un supplémentaire orthogonal noté Hi- qui est aussi un sous espace fermé. Ainsi, H = H; @ Hy .
En outre, tout f € H admet une projection orthogonale sur H;. C’est 'unique vecteur (ou fonction) g

de Hy tel que f =g+ (f —g) avec (f —g) L g.

F1G. 3.1 — Projeté orthogonal

Pour terminer (sans étre exhaustif), ’espace H admet des bases orthonormées, et chaque base ortho-
normée admet une quantité dénombrable de vecteurs.
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3.4.2 Fondamental
Théoréme 24 La famille des e, = ¢"F%, pour n € 7, est une base orthonormée de L*([0,T)).
Exercice : Calculer les produits scalaires (ey|en,).

iéme

Pour f € L?([0,T]), la coordonnée de f selon le ni®™® vecteur de base (n € Z) s’appelle le n
coeflicient de Fourier et on note :

en(f) = (flen) = / f(@)en(x) —/ f@)e ™F dg. (3.16)
La synthése de f donne

+oo
f= ch(f)en (dans L?), (3.17)

ce qui signifie, de maniére moins condensée,

N ch Jen| = 0. (3.18)

On a aussi :

Proposition 25 (Parseval)

AP =" leal? (3.19)

Cette égalité prolonge celle de Pythagore et affirme une « conservation » de 1’énergie.

On vient de réaliser la représentation par série de Fourier d’une fonction périodique d’énergie finie.
Cette méthode est la conséquence, presque simpliste, du fait que I’espace L?[0,T] est un espace de Hilbert.
Malheureusement, toutes les fonctions ne sont pas dans ce cas; d’autre part, nous ne savons rien jusqu’a
présent sur la convergence ponctuelle des séries de Fourier.

3.5 Fourier dans L!([0,T])

On remarque déja que :
L?[0, 7] S L'[0,T] (3.20)
Par exemple, si f est 27-périodique telle que f(z) = ﬁ pour x €]0,2x], f(0) = 0, alors f € L0, 27]
mais f ¢ L?[0, 27].
Dans L'[0,T], on peut encore définir les coefficients de Fourier complexes. Si f € L'[0,T] on pose,
pour tout n € 7Z,

e i 2n
- T/o F@)e F d, (3.21)

cn(f) existe bien car l'intégrale lui servant de définition est absolument sommable, donc sommable.
On peut aussi définir les coefficients de Fourier trigonométriques :

1 T
a = / f(z)dx (valeur moyenne de f)
0
_ 2 /T f(z) 2r d >0 (3.22)
an = 5 ; @) cos | na | dw pour n .
2 (T 2
b, = T/o f(x)sin <;nx) dx
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La série de Fourier complexe de f est

Z e FE (3.23)

nez

dont la représentation trigonométrique s’écrit
o0
27 27
ag + nzl [an cos (Tnx) + by, sin (Tna:>} . (3.24)

Les liens entre les différents coefficients sont (avec n > 0) :

Co = Qo

Cn _ angib"

Ccp = Sotibn (3.25)
U, = cC,+cC_pn

b = i(en—c_p)

La relation entre la fonction f et sa série de Fourier n’est pas simple dans ce cas. On a seulement :

Théoréme 26 (Riemann Lebesgue) Soit f € L[0,T], on a c,(f) — 0.
n—1roo
Il y a ainsi une atténuation des coefficients pour les « grandes fréquences ». C’est une conséquence
(petite) du principe de portée générale : « Plus la fonction f est réguliére, plus ses coefficients de Fourier
convergent rapidement vers 0 a I'infini. »

3.6 Une condition suffisante de convergence ponctuelle de la série
de Fourier

Théoréme 27 (Jordan Dirichlet) On suppose que f est C' par morceauz sur [0, T)], alors pour chaque

2V F(z
xo €]0,T[, la série de Fourier de f en xg converge vers % En particulier si f est continue en

Zo, la série converge vers f(xg).

Remarques
— Si f est C! par morceaux, alors f est sommable sur [0, T| (f € L'). De plus, f € L.
— En un point zg ot f n’est pas continue, la condition imposée signifie que f admet une limite a

Flzoth)—f(ad
h

gauche (respectivement & droite) notée f(x,) (respectivement f(zf)) et que ) admet

f(wo+h)—f(=g
h

une limite notée f'(z¢) quand h — 0%, de méme ) admet une limite notée f(zg)

quand h — 0~.

= — H e
Mon oLl Fon

i .
J{\|J ~-

FIG. 3.2 — f est C' par morceaux
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Commentaires Si la fonction est C!, alors la convergence de la série de Fourier est uniforme vers f
(cette convergence entraine bien sir la convergence ponctuelle).

Preuve Comme f est C', on peut intégrer par parties pour obtenir ¢, (f’) = inz%cn(f). On a:

2

(L el (3.26)

1 , 1

c =|—=c < -

a0 = 5zzen)] < 5

Les deux termes du membre de droite sont associés a des séries convergentes (f’ est continue donc

€ L2[0,T] et par suite Y |c,(f")|* < 00). Ainsi, la série de terme général |c,(f)| est convergente, par

conséquent la série de Fourier est normalement convergente et par suite, uniformément convergente.
D’apres Dirichlet, la convergence a lieu vers f.

C.Q.F.D.

Le phénoméne de Gibbs Ce phénoméne concerne le comportement des sommes partielles de la série
de Fourier associée & une fonction présentant une discontinuité de premiére espéce.

Sn(f@) =Y en(f)e i (3.27)

Quand N grandit, le graphe de Sy (f) présente un dépassement constant prés de la discontinuité de la
fonction originale.

Fic. 3.3 — Phénoméne de Gibbs pour un créneau

Un exemple : La dent de scie. Soit une fonction f, 27-périodique, et telle que

Vrelo,2n],  fz) =~ 3 T (3.28)

sin nx

(faire le calcul).

o0
Sa série de Fourier est E
n
1

La convergence a lieu vers f(z) sauf aux points de discontinuité k7 ou la série de Fourier est nulle
(voir la figure 3.4), ce qui est conforme au théoréme de Dirichlet.
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FiG. 3.4 — Phénoméne de Gibbs pour une dent de scie

3.7 Le miracle des distributions périodiques

On appelle 7, f la translation par a (a € R) de la fonction définie par

Tof () = f(z —a). (3.29)

On remarque que pour ¢ € D,

/ ruf (2)p() d = / F@)7ap(a) de. (3.30)

Ceci justifie ce qui suit : soit T" une distribution sur R et a € R, la distribution 7,7, translatée par a
de T, est définie par

7wl :D — C
o — <71y >=<T,7_4p > (3.31)

On dit que la distribution est périodique de période a si 7,7 = T. Bien entendu, si f est une fonction
de période a (localement intégrable sur R) alors la distribution réguliére définie par f est aussi périodique
de période a.

Dans le cadre des distributions, ’analyse et la synthése de Fourier d’une distribution périodique
s’accomplit dans une grande simplicité. Il nous faut quelque préalable sur les suites.

Uune suite de complexes (¢, )nez est a croissance lente g'il existe p € N, et A > 0 tel que pour tout
n vérifiant |n| > ng on a :

len] < Aln|P (3.32)

Autrement dit, la croissance a l'infini de la suite est au plus de type polynomial.
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Exemples
— ¢, = In|n|, une fraction rationnelle en n, un polynéme en n) sont & croissance lente.
- ¢, = e", n’est pas & croissance lente.

Théoréme 28 (de représentation d’une distribution périodique) Une distribution T sur R pé-
riodique de période a > 0 s’écrit de maniére unique :

—+oo
T= Y e (3.33)

n=—oo

La somme précédente est la limite des sommes partielles ZJYN (avec N, M > 0) au sens de la convergence
dans D'. En outre, la suite (c,) est a croissance lente.

Commentaires
1. Briévement, une distribution périodique est égale a sa série de Fourier.

2. On peut montrer qu’une suite & croissance lente est toujours la suite des coefficients de Fourier
d’une certaine distribution périodique.

Exemple du peigne de Dirac Soit a > 0. Le peigne de « pas a » est la distribution

+oo
Wa= Y 0na (3.34)

n—=—oo

On vérifie facilement que ce peigne est bien une distribution. La a-périodicité est immédiate. En effet,

“+oo +oo
Ta ( Z 5an> = Zéa(n-&-l)v (335)

n=—oo

et on fait le changement d’indice de sommation m = n + 1. Calculons de maniére « mécanique » le niéme

coefficient de Fourier (dire ce qui ne va pas dans ce calcul) :

B S FREY) ST AT, SR S .30
-3

a

A L . . in 27 . .
Par conséquent, la série de Fourier est % Efz e ™ qui est aussi LL,.

Remarques

1. Si f est C* on a f(x)Ll,= > f(na)dna, c’est la raison pour laquelle le peigne de Dirac s’utilise
souvent (en traitement du signal, par exemple) comme opérateur d’échantillonnage.

2. Le fait de « restreindre » une distribution périodique & une période est plus délicat que dans le
cas des fonctions. Par exemple, le peigne de Dirac standard (pas 27) restreint a |0, 27[ donne la
distribution nulle sur |0, 27[ qui ne contient évidemment pas toute I’'information sur le peigne. Avec
une fonction 27-périodique f ordinaire, sa restriction a ]0, 27| caractérise complétement f (comme
fonction définie p.p.).

3. Si p € D, alors < L, Tppp >= Z p(na — x) est une fonction C* et a-périodique. On peut donc

neEZ
aussi considérer le peigne de Dirac comme un outil pour transformer une fonction en fonction

périodique (« périodisation »). En fait, on utilise plutdt la convolution par LL,, et on verra au
chapitre suivant que

Ul *¢@(x) = Z o(x — na). (3.37)
neZ
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a=2>

A A

./ \. S \./ \I/,\
-1 1 -1 1
A A
|/ \I > — I /\ I /\"'
-1/2 172 -1 1
A A
||/\|| > — 1 1 >
-3/2 -1 1 3/2 -1 1

F1a. 3.5 — Périodisation (¢ & gauche et LL,xp a droite)
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Chapitre 4

La convolution

Cette opération est introduite car :

1. Elle régularise les fonctions (lissage), par exemple, successivement en convoluant de maniére répé-
titive I'indicatrice 1 ;) on obtient I’évolution suivante :

Fig. 4.1 - Lissage : ]1[0’1] — ]1[0’1] * ]1[0’1] — ]1[0’1] * ]1[0’1] * ]1[0,1]

On observera ’amélioration de la régularité des graphes.(Ezercice : rédiger votre observation).

2. Elle « filtre ». En effet, un systéme entrée-sortie invariant dans le temps et linéaire agit par convo-
lution.
3. La somme indépendante de deux variables aléatoires donne naissance & une loi convoluée des lois
initiales.
Toute médaille a son revers. La convolution est naturelle sous divers aspects, en revanche sa définition
est compliquée. Dans la suite, on étudie la convolution dans les fonctions, les fonctions périodiques, les
suites, les distributions (adaptées).

4.1 Convolution dans les fonctions définies sur R

Tout ce qui suit se généralise immédiatement aux fonctions définies sur R™ (n > 1), les intégrales
mises en jeu sont alors des intégrales multiples.

Définition 29 Soient f, g les fonctions définies sur R, on pose pour x € R,

+oo
fro@) = [ fa-9g)ds (4.1)

— 00

Cette convolution a les propriétés usuelles d’un produit (commutativité, associativité, distributivité)
si toutes les intégrales rencontrées existent.
L’intégrale précédente n’a pas toujours un sens, par exemple si f =1 et g =1, on a en revanche :

- L'(R)  L'(R) € L'(R). De plus, ||f *glls < || fll1 [lglh-

— L*(R) * L*(R) C L*°(R). De plus, si f et g € L*(R), f * g est continue et tend vers 0 & ’co.

39



Preuve On va montrer par exemple que deux fonctions f,g sommables sur R ont leur produit de
convolution sommable sur R, c’est a dire : [ |f *g| < co. On a:

/U*g@Mx=/ﬁ/ﬂx—wmwﬁMx</ |z — 1)l g(t)| dd. (42)

On intégre maintenant d’abord en z, et on fait le changement de variable x —¢ = u. L’inégalité précédente
se poursuit par :

< [lal{ 15 =onae} ai= [raon{ [1rnafai= 111 fi<o @

4.1.1 Convolution, dérivation et translation

Théoréme 30 On a :
(i) Si f est dérivable, on a f x g dérivable et ’ D(fxg)=(Df)xgl|;

Ta(f *9) = (raf) * g = f % Tag

(i) Si 74 est la translation par a, on a

Commentaires importants
— Si f et g sont dérivables, la dérivée de f * g est indifféeremment f/ x g ou f x g’
— Si f est C, alors f * g est C*.

Pour une démonstration de ce qui précéde, on revient aux définitions et on fait « trotter la plume ».

Exercice

At-on: e*(fxg

ou bien : e (fxg

~

=(e"f)xg
= (e"f) x (e"g)?

~

4.2 Convolution dans les fonctions périodiques

Soient f, g des fonctions T-périodiques (7' > 0) sur R, on observera que le produit de convolution
défini par ’équation (4.1) n’a pas de sens (tester sin *sin). On utilise la définition suivante :

1 /7
fxg(x)= T / f(xz—s)g(s)ds (convolution périodique) (4.4)
0
On vérifie facilement que f * g est aussi T-périodique.

Exemples
1. f*1 = moyenne de f

2. e®xe® =e* (T =2m)
La convolution « se marie » trés bien avec les séries de Fourier. En effet :

Proposition 31 f, g sont deuzx fonctions T-périodiques. On note c,(f) le n**™ coefficient de Fourier
complexe (n € Z). Alors :

Cn(f*g) = cn(f)cn(g)
k
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Faisons une démonstration « formelle » de la deuxiéme égalité. On suppose que T = 27.

2
% i <Z Ck(f)eikt> g(t)efint dt
keZ

:ch /27rg() —in=k)t gt
—ch Cn k

cn(f9)

(4.7)

4.3 Convolution dans les suites

Siu = (un)nez €t v = (Un)nez sont des suites indexées par Z, autrement dit des fonctions de Z dans
R ou C, on définit la suite u v = ((u*v)pn), ey PAT :

(u *v) Z Ugy— LUk (4.8)
keZ
On démontre que £! % ¢1 C (1, 02 % {2 C ¢y = suites bornées tendant vers 0 & I’infini.
Si la suite valant 1 en 0 et 0 partout ailleurs s’appelle 6, on a :
u*d=u. (4.9)
Si 7, est la translation de ng € Z, on a :
Tng (W% V) = (Tpot) ¥ 0 = u * (Tpyv). (4.10)

Quand les suites démarrent & 0, autrement dit si elles sont indexées par N, alors le produit de convo-
lution démarre aussi & 0 et on a, pour tout n € N,

n
(u*xv), = Z Upy— V-

k=0

(4.11)

Application aux probabilités discrétes Soit X une variable aléatoire entiére de Bernouilli (le pre-
mier i de Bernouilli est facultatif) qui vaut 1 (succés) avec la probabilité p et 0 (échec) avec la probabilité
1 — p. On lui associe une « distribution »'de probabilités sur N définie par :

po = Prob(X=0)=1-p
p1 = Prob(X=1)=p
p2 = p3=---=0

La somme Y de deux variables aléatoires X7, Xo de Bernouilli et indépendantes a pour « distribution »
de probabilités sur N la convoluée (p,,) * (p,) que l’on obtient par le petit calcul (de CM1) suivant :

rang 2 rang 1 rang 0
P l1—p
* p 1-p
p(1—p) (1-p)7
P’ p(l—p) .
p> = Prob(Y =2) | 2p(1 —p) = Prob(Y =1) | (1—p)? = Prob(Y =0)

On observe ainsi que la loi suivie par la somme Y est une loi binomiale B(2,p). Ainsi, Y ~ B(2,p).

L Attention :
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4.4 Convolution entre une distribution et une fonction

On part d’une distribution 7' (€ D'(R)) et d’une fonction f test (€ D(R)). Pour avoir l'idée inspirant
la définition de T x f, on suppose que T est une distribution réguliére associée a une fonction g et on
écrit :

T, « f(z) = / Fa — t)glt) dt = / o(Ome () dt =< Ty 70(f7) >, (4.12)

ou T, f désigne la translatée par x de f, et f~ est la retournée de f définie par ’ f(x) = f(-=x) ‘

En définitive, par définition pour T' € D’ et f € D on pose :
Tx f(x) =<T,7,(f7) > (4.13)

Remarque On étendra cette définition quand le membre de droite conserve un sens. Ainsi par exemple
]1[071] *1=1.
Exemple : §* f = f. Ainsi, 0 est élément unité pour le produit de convolution.

4.5 Convolution entre distributions
L’idée de la définition part du fait que la convolution entre distributions doit prolonger la convolution

introduite pour les fonctions. Autrement dit, on demande
Tpeg =Ty + Ty (4.14)

On a ainsi une définition de la convolution entre distributions réguliéres qu’on cherche & généraliser
de maniére naturelle. On a, en posant X =x —yet Y =y :

<TpaTue> = [ ([ re-vewan) vl (415)
— [ #e-neweta dzdy (4.16)
— [[ renaeee s vyaxay (4.17)
~ [[red@ et + v dedy (4.18)

La forme symétrique précédente fait intervenir le produit tensoriel entre fonctions f(z) et g(y). C’est
une fonction des deux variables x et y définie par :

[f @ gl(x,y) = f(x)g(y). (4.19)

4.5.1 Produit tensoriel entre distributions

Si S et T sont des distributions sur R et ¢ et ¢ € D(R), la distribution produit tensoriel de S et T,
notée S ® T est une distribution sur R? définie par :

< ST, p(x)Y(y) >re=< S, >< T, >. (4.20)
On en déduit plus généralement que pour ¢(z,y) € D(R?) on a :
< S @ Ty p(w,y) >=< Sp, < Ty, (2, y) >r, >R, - (4.21)

Cette propriété s’écrit également en renversant les roles de S et T'. Il s’agit du théoréme de Fubini quand
les distributions sont réguliéres.
On retrouve ainsi Tygg = Tf ® Ty. On a aussi :

00 ® 6 = 5(a,b)- (422)
Ou vérifie supp(f ® g) = supp(f) x supp(g) (produit cartésien), et plus généralement supp(T ® S) =
supp(T') x supp(S).
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4.5.2 Définition de T % S
Pour T, S € D'(R) et ¢ € D(R), on définit

T«S:DR) — C
o — <Tx*xS5p>p=<TQS5,p(x+y) >ge (4.23)

Cette définition n’est pas permise pour tous les couples de distributions car le membre de droite de
Péquation précédente fait agir T'® S sur la fonction de deux variables (z,y) — ¢(z + y) qui n’est pas a
support borné dans R? bien que ¢ soit & support borné.

supp ((x%,v) F— Phi(x,yv))

/[

N

supp (Phi)

Fi1G. 4.2 — Support borné

Voici deux situations permettant la convolution :
— T ou S est a support borné;
— T et S ont un support limité & gauche.

4.5.3 Propriétés

On retrouve les propriétés classiques obtenues pour les fonctions, exceptée 1’associativité. En effet :

(1x8)*Y =0#£1=1%(xY) (4.24)

On démontre ’associativité quand au moins deux des distributions qui interviennent sont & support
borné. Dans le contre-exemple précédent, on a
suppl = R, suppY = RT!

Rappellons les propriétés importantes :

(T+S) =T xS=Tx5 (4.25)
Ta(T % S)=71,T %S (4.26)
Exemples :
] (5(1 * (51, = 5a+b
e Si T a support borné, Tx1 =cte (=<T,1>).

e Transformée de Laplace (voir la fin du chapitre 5)
Pour p € C, on pose L(T)(p) =< T,e P >. Alors :

L(TxS)(p)=<T®S,e Pty >
=< T, e " >< S e > (4.27)
L(T)(p) - L(S)(p)

(On aura remarqué ’échange convolution-produit ordinaire).
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4.6 L’algébre de convolution D',

4.6.1 Théoréme du support

Théoréme 32 (i) Si f et g fonctions, supp(f *g) C supp f+ supp g;
(ii) Si T et S distributions, supp(T *S) C supp T + supp S.

Exemple : x = 1jg,1), supp(x * x) = [0,2], supp (x * x *---x) = [0,n].
—————

n facteurs

4.6.2 Lois de composition interne

D', est 'ensemble des distributions sur R a support dans R, on vérifie que D/, est stable pour I’addition
et la convolution, c’est a dire si 7', S € D/, alors T+ S € D et T xS € D/,.. On vérifie également que
I’associativité de * est vérifiée dans D.

Finalement, avec ces deux lois (de composition interne), D', est une algébre de convolution.

Application 1 :

Soit S une distribution de D’, donnée. On cherche & résoudre dans D/, :
T =8. (4.28)

’r_ . . 214 . . P d
On remarque que (on dit que Y est une solution élémentaire de I'opérateur de dérivation ).
Y % S est aussi & support RY (supp(Y % S) C supp Y + supp S C RT + Rt = RT) et

(Y*S)=Y"xS=6+x9=8. (4.29)

Ainsi, Y % S est une solution particuliére de (4.28), autrement dit