CHAPITRE V

CALCUL INTEGRAL

I désigne un intervalle de IR.

I - Généralités.

I-1- Primitives

1) Définition :

Soit fune fonction définie sur I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I
et vérifiant : Vxe I, F'(x) = f(x).

2) Théoréme :
Si f est continue sur I alors f admet au moins une primitive sur I.

3) Proposition :
Soit F une primitive d'une fonction f sur I alors une fonction G est une primitive de fsur I si

et seulement si il existe une constante o réelle telle que V xe I, G(x) = F(x)+a.

En effet :

F est une primitive de f.

Alors il est évident que la fonction G définie par V xe I, G(x) = F(x)+o (o€ IR) est une
primitive de f (car G'(x) = F'(x)).

Inversement si G est une primitive de f alors la fonction h= G - F est constante sur I puisque
V xe [, h'(x) = G'(x) - F'(x) = 0 et par suite il existe o€ IR telle que V xe I, h(x) = a

d'ou Vxel, G(x)=F(®x)+a.

4) Remarque :
f admet une unique primitive qui prend la valeur y, en x€ L.

Si F est une primitive de f sur [ alors V o€ 3, F+ o est une primitive de fsur L.

5) Primitives des fonctions usuelles :

Fonction Primitive F Ensemble de validité
f(x) F(x)
e™ ; oeIR* 1 o IR
o
sinx -CosX IR
cosX sinx IR
shx chx IR
chx shx IR
1 2
sinx I cotg’x -cotgx IR-{nT, ne Z)
=1+tg’x
cos’ X ¢ & IR-{ g +nm, ne Z)
—=coth’ x—1 -cothx R*
sh x
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6) Application :

Soit u une fonction dérivable sur I, on a :
f(x) =u'(x) "® alors F(x)=¢"®

f(x) =u'(x) u*(x) ; o#-1; alors F(x) = —

f(x) = u'((x)) ; u(x)#0 Vxel; alors F(x) = Loglu(x)|

u(x

f(x) = ) alors F(x) = Arctg u(x).

1+u’(x)

(il est clair que F désigne une primitive de f sur I).

7) Exemple :

* f(x) = (2x+1)’ ; xe IR alors F(x)= é(2x+1)4.

*f(x) = b ;xe IR, Comme f(x)=1 -
1+e*
alors F(x)=x - Log(1+¢€").

X

e
1+e*

* f(x) = cos’x ; xe IR. Comme f(x) = %(1+cos2x)

alors F(x) = 1 X + 1 sin2x.
2 4

Remarque : D'apres la dérivée d'une fonction composée, si on a

f(x) =u'(x).h'(u(x)) alors F(x)=h(u(x)).
(u et h étant des fonctions dérivables).
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I-2-Intégrales définies
1) Définition :
Soit fune fonction continue sur I et F une primitive de f sur L.

YV a,be I, on appelle intégrale de a a b de f'le réel F(b) - F(a) qu'on note jb f(x)dx.
Ainsi - [ f(x)dx = F(b) - F(a).
Remarque : La définition est indépendante du choix de la primitive de f, puisque si G est une

autre primitive de falors G(x) = F(x)+a; ae 3 et G(b) - G(a) = F(b) - F(a).
On note :

[teoax = [FOL; =F(b) ~F(a)

2) Remarque :
La fonction F définie sur I par : V xe I, F(x) :.r f(t)dt est la primitive de f qui s'annule en a.

3) Exemple :
r dx _ [— Log|1—x|]2 =-Log2.

3/21_X 3/2

1 dx T
= Arctgl - Arctg) = —.
I01+X2 s s 4

4) Propriétés :
f et g sont des fonctions continues sur I, Va,b,cel ona:

P [f0dx=0 ; [ f(x)dx=- [ fx)dx.

P,: j:’ fOdx o+ [ F(x)dx = [ F(x)dx |

Pyr [ (F(0)+g(x))dx =Lb fods+ [gedx; [ af(xdx=o [ f(x)dx; o R,
P,: Sia<b et Vxe[ab] f(x)>0 alors Lbf(x)dx >0,

Ps: Siash et Vxe[ab]: f(x) < gx) alors [ f(x)dx < | g(x)dx.

. b b
Ps: Sia<b alors U f(x)dx| < j I£(x)|dx.

Preuve :

La démonstration de ces propriétés est facile. On donne seulement la preuve de Ps.

Soit F une primitive de f sur I, F'(x) = f(x) ; comme Vxel, f(x) > 0 alors F est une
fonction croissante . a < b = F(a) < F(b) d'ou F(b) - F(a) = 0.

5) Conséquence :
Si Vxe[ab]; ona m < f(x) £ M, mMe IR alors :
m(b-a) < [ F(x)dx < M(b-a)
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6) Théoréme :
Soit f continue sur [a,b] alors dce [a,b] telle que :

F(c)= b—ia _Lb f(x)dx : appelé valeur moyenne de f sur [a,b].

IT - Méthodes d'intégration.

I1-1- Méthode élémentaire

L'utilisation des régles élémentaires sur les fonctions dérivées, des propriétés des intégrales,
des primitives des fonctions usuelles permet de déterminer des primitives et de calculer des
intégrales.

Exemples :

1 1 5 2
1 e +5 2—\/_dxz —ez"+—x3——x\/;
) [ (€ +5% =x) [2 5

: e 1
=+,
o 2 2

3 3
2 [ 252 ax= [ ax+2[ — dx:{— : }Jr S
L(x+1) L(x+1) L(x+1)3 x+1], (x+1) 16

1

Arcsin x

Les primitives de f sont les fonctions définies sur ]-1,1[ par :

3) Soit la fonction f définie sur ]-1,1[ par f(x) =

Vxe]-L1[, F(x)= %(Arcsinx)2 +c; celR.

I1-2- Intégrations par parties

1) Théoréme :

Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] : (a < b) et u' et v' sont continues sur [a,b]
alorsona :

Lbu(x)v‘(x)dx = [u(x)v(x)]b —Lbu'(x)v(x)dx .

Preuve :
La fonction uv est une primitive de la fonction u'v+uv' sur [a,b], d'ou :

[T (v + u )V (x)Jx = [u(x)v(x)]j.

2) Exemples :
a) Calculer 1= Ion/zxcos xdx .

Posons u(x)=x alors u'(x)=1
V'(X) = cosx v(X) = sinx

(PR _ : n/2 n/2 _ E _
D'ou I= [xsin X]O IO sin xdx = 5 l.
b) Déterminer une primitive de la fonction f: x + f(x) =Logx ; x>0

V x>0, calculer F(x)= J.Ix Logtdt.
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Posons u(t)=Logt alors u'(t)= %
vty =1 v(t) =t

D'ou F(x)= [tLogt]' - JT dt=xLogx - x + 1.
Ainsi la fonction F : IR*; — IR
x = F(x) =xLogx -x + 1
et la primitive de la fonction "Log" qui s'annule en 1.
Une primitive ¢ de la fonction "Log" sur ]0,+ o[ est définie par ¢(x) = xLogx - x + a; o IR

c) Calculer VxelR, on Arctgtdt

Posons wu(t) = Arctgt alors u'(t)= ! 5
I+t
vit)=1 v(t) =t
s X _ x [t
D'ou J; Arctgt = [tArctgt]0 — .L e

= [tArctgt]} — % [Log(1+ )]}

=X Arctgx - %Log(sz).

3) Exercice :

Calculer VxelR, I(x)= J.Ox%
1+t%)
Solution
1 ! t?
(14127 14t (1+t2)

2

Ona:

D'ou I(X) = Arctgx - joxmdt

Posons u(t)=t alors u'(t)=1

t 1 1
V)= ——— , v(t)=-=
® (1+1t%)° ® 21+t?
2 X
D'ou J.%dt={—l tz} +l dt2 == > +lArctgx
O (1+t%) 214+t ], 2901+t 21+x7) 2

Donc I(x) = lArctgx + + .
2 2(x” +1)

I1-3- Méthode de changement de variable
1) Théoreme :
Soit ¢ : [o,B]— IR est une fonction de classe C' sur [o,B] et f une fonction continue sur un

intervalle I contenant @([c.,B]) alors Iff((p(t))(p'(t)dtz j"’(f;f(x)dx .

¢

Preuve :
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Soit F une primitive de f sur I, alors la fonction Fo est une primitive de la fonction ¢'(fo).

Do [ F(e(t)e (Dt = [F(o(t) ]~ Fo(B)) - Fp(c)
_re®
o
* On dit qu'on a effectué le changement de variable : x = @(t).
en notant dx = @'(t)dt.

f(x)dx

2) Exemples :
a) Calculer 1= _Ll V1-x7dx

La fonction ¢ : [0,m/2] — IR est de classe C' sur [0, m/2]; o([0, /2]) =[0,1] avec @(0)=0
et O(m2)=1; Vte [0, /2], @'(t)=cost.

La fonction f:x — +/1—x> est continue sur [-1,1] qui contient l'intervalle [0,1] alors on a :

jon/lel—sinz t costdt= Iolxll—xzdx.
Soit 1= lell— x2dx = J‘:u\/cos2 t costd‘[ZJAomzcos2 tdt

w2 11 t 1. . T7 =
= [ (C+-cos20dt=| —+—sin2t| =
o 2 2 2 4 0 4
Dans la suite, on présente les calculs d'une maniére plus simple en écrivant seulement
x =sint ; dx = cost dt pour présenter le changement de variable effectué.

3) Proposition :
Soit f: IR — IR une fonction continue sur IR. Vae IR ona:

i) Si fest paire alors [ f(x)dx=2 jo f(x)dx
i1) Si f est impaire alors f f(x)dx=0.

ii1) Si f est périodique de période T alors r+T f(x)dx = IOT f(x)dx .

Preuve :

i) et ii) Jif(x)dx = jO f(x)dx + L f(x)dx

Dans l'intégrale J._Oa f(x)dx,onpose u=-x; dx=-du

On obtient | f(x)dx =- [ f(-u)du= ["f(-u)du= ["f(-x)dx

a a 0 0

D'ol J:f(x)dx= jo (f(x) + f(—x))dx .

Si f estpaire alors V x ; f(-x) = f(x) et par suite on a :
faf(x)dx =2 L f(x)dx .

Si f estimpaire alors V x ; f(-x) = -f(x) et par suite on a :
[ fodx=0.

iii) Comme f est périodique de période T alors V xe IR, f(x+T) = f(x).

Ona: [ f(0dx= [ fodx+ [ fxdx+ [ f(x)dx.
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Dans l'intégrale J:HT f(x)dx,onpose u=x-T,alors x =u+T et dx = du, on obtient alors :
a+T a a a
L f(x)dx = jo f(u+T)du= jo f(u)du = jo f(x)dx

0 a+T
alors [ f(x)dx + L f(x)dx = 0.

/3
b) Calculer : jo tgtdt

Posons x =cost ; dx=-sint dt.
/3 n/3 sin t 1/2
IO tgtdt = jo ST = [ _x_ —[Logx]\”*= Log2.

cost 0 X
¢) Soit a>0, calculer Ja dx 5
0a”+x
Posons u=i ; duzldx
a a
o dx e dx _lpodu 1 T
IO az+xz_'[0 2 X 2_501+u2 —E[Arctgu]o—a.
a (1+(;))

d) Calculer J.ld—x

OT+4/1+x

Posons u= +1+x alors u’=1+x ; dx =2udu

1odx V2 2udu V2 1 5
I01+\/1+x I 1+u Joo [pg/du = 2lu - Log(+w)

=2(\/§—1)+L0g3

4
+2\/5'

III- Application au calcul des primitives.
III-1- Préliminaire
* Soit f une fonction continue sur I, on désigne par If (x)dx l'expression de l'une

quelconque des primitives de f sur I (ou sur Dy dans le cas plus général ou f est continue sur
son domaine Dy qui est une réunion (finie ou non) d'intervalles).

On écrit alors If (x)dx =F(x)+C

Ou C désigne une constante réelle si xe I (C désigne une constante sur chaque intervalle de D¢
si xe Dy).

Par exemple : * Vxe IR * ona: Id—x = Log|x|+C
X

Avec Vxe]-00,0[: C=C; ; Vxe]0,+eo[: C=C;, C,Ce IR

* Vxe IR: jd—f=-e'*+c,Ce IR.
c

Les méthodes d'intégration présentées au I-2 restent valable pour le calcul des primitives.
Elles se présentent de la maniére suivante :
Pour l'intégration par parties :

Iu'(x)v(x)dx =ux)v(x) - Iu(x)v‘(x)dx
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Pour le changement de variable :
Jf (o(t)o'(t)dt= If (x)dx, en précisant x = @(t).

Remarque :
Certaines primitives ne s'expriment pas a partir des fonctions usuelles, comme par exemple

e” o o : e
pour I—dx , hous ne pourrons pas calculer ces primitives dites "fonctions spéciales".
X

1I-2- Des primitives classiques
Pour ae IR * fixé,ona:

'[ de > ZlArctgiJrC
a“+x a a
dx 1 a+x
= —Lo +C
J‘az—x2 2a ga—x

Id—X:Log(x-i- Vx*+a’)+C
Ja? +x?
= iArcsin§+C

J- dx
AJa? —x? |a| a

. X )
= Arcsin—+ C s1a>0.
a

III-3- Primitives d'une fonction rationnelle

Pour déterminer une primitive d'une fraction rationnelle irréductible F(x) = Q((X)) ouPetQ
X

sont deux polyndmes premiers entre eux, on la décompose en éléments simples sur IR (x).
Rappelons pour toute fraction F(x) de IR (x), s'écrit d'une maniére unique comme la somme
de sa partie entiére (qui est un polyndme) et d'éléments simples de 1% espéce (de la forme

_A
(X-a)*
oX+f
(X? +bX +¢)*’
On est ainsi ramené a une primitive d'un polyndme (ce qui est facile), d'un €lément simple de

1 espéce ou de 2°™ espéce.

: Mae IR, keIN*) et déléments simples de 2°™ espéce (de la forme

a,Be IR; b,ce IR; b*-4c<0; ke IN*).

1) Primitive d'un élément simple de 1" espéce :

On se propose de calculer : J.(;)ndx ; a€ IR ; ne IN*
X—a

On a alors :
Sin=1": I dx=L0g|x—a|+C.
X—a
Sinzl: | L oax= ! L ¢
(x—a)" l-n(x—a)"

Exemple :
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4
Calculer 3X—7dx
X —=3x+2

x*-7  _ x'-7
x’=3x+2  (x=-1)*(x+2)
La décomposition de f en éléments simples sur IR (x) est :
2 2 1
- +
x=1 (x=-1> x+2

Posons f(x) =

fx)=x+
2

D'ou : J.f(X)dX: X—+2Log|x—1|+L+Log|x+2|-+—C
2 x—1

2
:X—+L+Log[(x—1)2|x+2|]+c.
2 x-1

2) Primitive d'un élément simple de 2°™ espéce :

ox +
5 p x ; o,pB,b,ce IR; b%-4¢<0; ne IN*
(x”+bx+c)"
1% étape : Si a0, on fait apparaitre multiplicativement au numérateur la dérivée du trindbme
x*+bx+c, qui est 2x-+b.
ox +f3

(x> +bx+c)"

On se propose de calculer I(x) = I

Posons f(x) =

p_ oo
On écrit alors : f(x):g_ 22X+b b D)
2 (X +bX+C)n (X +bX+C)n
Et par suite I(x):gjzzx—"‘bdx_l_(ﬁ_a_bjj.z;dx
27 (x ‘|‘bX‘|‘C)Il 2 (x +bX+C)n
Posons A)= [P —dx et BX)= [ ———dx
(x +bX+C)n (x +bX+C)n

Le calcul de A(x) est ais¢ (de la forme lﬂ)
u

Log(x>+bx+c) sin=1

Ona A= [t _ge={ 1 1 -
(X" +bx+c)’ 1-n (x* +bx+c)" szl
1

3 df
2°™ étape : On raméne le calcul de B(x) = x acelui de | ——— a l'aide
() '[(X2+bx+c)n J.(t2+l)“

d'un changement de variable affine plus précisément, on met le trindbme x*+bx+c sous la

forme canonique
4c—b* _ (\/— A y?
4 2

2
4c—b .Posons A=b*4c<0etA’=

xX+bxtc = (x + g)z +

Alors x*+bx+c = (x + %)2 +A?

a1 B
= A {1+[k(x+2)j }
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_ ol L (2x+bY L A(, . 2x+b,

On effectue alors dans B(x) le changement de variable :
(= 2x+b
2\

On obtient B(x) = J

= XZM-E
2

! X j ! dt
-_  dx=|————dt.
(x> +bx+c)" A A+tH)"

sme £ dt
3™ étape : Calcul de Jy(t) = IW, ne IN*,

+t°)"
A l'aide d'une intégration par parties, on détermine une relation de récurrence qui permet de

calculer de proche en proche Jy(t).

D'abord pour n=1 ona:Ji(t) = Jl dt

+t?

= Arctgt + C; Ce IR.

Pour tout ne IN*;
—2nt

(1+t*)" 1+t
vi(t) =1 v(t)=t
2
dt2 _ t2 +2nJ‘ t2 : it
a+tH"  A+t)" A+tH™

Posons u(t) = alors u'(t) =

Dioir Jo(t) = |

__t ]
- +2n(Jn(t) - Jn1(t)).

_ 1 _ ot
Soit Int1(t) = E[(Zn DI, (H)+ (1+t2)“}

1 t
Par exemple Jr(t)= —(J,(t)+ ——
ple Ix(t) 2(1() 1th2)

dt t
Soit Ih(t)= | ——— = — Arctgt + +C
3) Exemple :
Calculer If;zzdx
(x"+x+1)

Posons f(x) = x+2 1 2x+1+43

(X2+X+1)2 2(X2+X+1)2

1 2x+1 3 1

= — +_
2(x*+x+1)°  2(x*+x+1)°

X+2 1 2x +1 3 dx
Alors:j 5 5 x=—-[ 5 5 x+—jﬁ
(x"+x+1) 27 +x+)) 29 (x"+x+1)
Ona:*I 2x+1 dx = - ! +C
(x> +x+1)? x*+x+1
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* I dx dx
(x* +x+1)° 1 3

4+ 2 += 2

((x 2) 4)
On pose uzi(x+l) alors xzﬁu—l; dxzﬁu—l
N 2 2 2 2

On obtient I \/_J du

(x +x+1) (1+u?)?

= Arctgu+ —
2 T )

i
\/_ ctg2X+1+l 22x+1 LC
9 33X +x+]))

(on revient a x) =

En définitive on a ;

X+2 X 243 2x +1

J. 5 Sdx=— + Arctg———.
(x> +x+1) (x*+x+1) 3 3
4) Exercice :
a) Calculer I(x) —J dx
X +1

Indications :
fx) = 31 _ 1 +l ;x+2

x> +1 3(x+1) 3x"—-x+1

1 1 . >
I(x) = —Log|x+1|——Il(X) ou I1(x)= J.4ldx

—-X+
060 = 3 [0 =  Logtxtx+1) - S L)
dx 4 dx 2x —1
Ou L(x)= = — =—Arct +C.
%) J.XZ—X-+—1 3I1+(2X—1)2 3 : V3
NE)
dx

b) En déduire J(X)= | ——
) () I(x3+1)2

Indication : Effectuer une intégration par parties qui permet d'écrire J(x) en fonction de I(x).

IV- Quelques types particuliers.
IV-1- Calcul de j P(x)e™dx:
Soit ae IR * et P un polyndme de IR [x]. On cherche a calculer IP(X)e"“dx .

1% méthode :

Une intégration par parties donne :
j P(x)e™dx = L P(x)e™ —lJP'(X)eaxdx
a a

on diminue ainsi le degré du polyndme. En réitérant le méme procédé¢ jusqu'a faire "disparaitre
le polynéme".

Exemple : I(xz —x+3)e’dx
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On pose  u(x) = x>-x+3 u'(x) = 2x-1

V'(x) = ™ v(x) = %ez"

. 2 2x _ 1 2 2X 1 2x
Alors: [(x* =x+3)e dx= (<" = x+3)e —EJ(ZX—I)e dx

1 5 2% 111 2% 1 2x
= —(x*=x+3)e* ——{—(2x-De”* ——|2e*dx
= l(X2 —x+3)e™ 1 l(zx—l)ezx _lezx +C
2 212 2
_ %(x2—2x+4)e2*+c - Ce IR

Remarquons que cette méthode n'est pas pratique dés que le degré de P est supérieure ou égal
a3.
2°™ méthode :

On cherche une primitive de f(x) = P(x)e™ sous la forme F(x)= Q(x) ™ ou Q estun
polynome de méme degré que P. On procéde alors par identification.

Exemple : J(xz —x+3)e*dx
Onpose F(x) = (ax’+bx+c)e®™ ; f(x) = (x*x+3)e™
F'(x) = (2ax*+2(a+b)x+b+2c)e*™.

2a=1 a=1/2
Fx)=fx) © 12(a+b)=-1 & <b=-1
b+2c=3 c=2

Alors F(x) = (% x*-x+2)e”™ et j(x2 —x+3)e*dx= (% x*-x+2)e™ + C.
Remarque :
Pour le calcul de JP(X) cosPxdx et IP(X) sinBxdx , ou P est un polyndme, on peut soit

effectuer des intégrations par parties successives (méthode commode si d°P <2) ou chercher
une primitive de f(x) = P(x)cospx (ou f(x)=P(x)sinfx) sous la forme
F(x) = A(x) cosPx + B(x) sinfx ou A(x) et B(x) sont des polyndmes de degrés<d°(P).

Exemple : I(X3 —x* +2x —3)sin xdx

Onpose F(x) = (ax’+bx*+cx+d)cosx + (ox*+Bx*+Hyx+A)sinx
F'(x) = (-(ax>+bx*+ex+d) + (3ox*+2Px+y))sinx + ((ox>+Px*+yx+A) + (3ax*+bx+c)cosx).

—a=1 o=0

-b+3oe=-1 et B+3a=0
F(x)=1x) &

—-c+2f=2 Y+2b=0

—d+y=-3 A+c=0

D'ou a=-1; a=0;b=1; B=3; c=4;y=-2:d=1 et A=-4.
Ainsi : [(x* = x” +2x = 3)sin xdx = (x x"+4x+1)cosx + (3x°-2x-4)sinx + C.

I'V-2- Primitives d'une fraction rationnelle en sinx et cosx
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1))

Pour calculer IR(sin x,cosX)dx ou R est une fraction rationnelle de deux variables, on

X o . .
pose t= th et on se ramene alors a l'intégrale d'une fraction rationnelle en t.

X
Rappelons qu'on a, en posant t= tgz :

2 1-t* dx =
1+t* 1+t 1+t

dt.

sinx =

Exemple : I ,dX
sin X

1+t* 2 gt = dt

On pose t=tg—, on obtient — =Log|t|+C
P gz I 2t 1+t t gl
Alors J. dx Logtg +C.

sin X 2

Cas particuliers :

Soit a calculer IR(sin X,cos x)dx , on a alors :

Si le changement de x en -x ne modifie pas R(sinx,cosx)dx, on pose u = cosx.
Si le changement de x en m-x ne modifie pas R(sinx,cosx)dx on pose u = sinx.
Si le changement de x en m+x ne modifie pas R(sinx,cosx)dx on pose u = tgx.

sin® x
Exemple j
2 +cos x
On pose u = cosx, on obtient I 1du= I u—-2+ du= ——2u+ 3Log|u+2| +C.
2+u u+2 2
D'ou Im—xdx _1 cos’x - 2cosx + 2Log(2+cosx) + C.
2+cosx 2
Exercice :
3
1) Calculer I _COS X >—dx 5 (poser u=sinx).
3-2sinx —cos” X
2) Calculer J2C1—X2 ; a>0 ; (poser u=tgx).
a” +cos X

I1V-3- Primitives d'une fraction rationnelle en e** ; Qe IR *

Pour calculer f F(e”*) dx ou F est une fraction rationnelle d'une variable, généralement

on pose u= ¢“* on obtient alors lj mdu
o u
dx

Exemple :

P J.e" +1
Onposeu=¢e”,du=udx, onobtlentJ. = I —-—)d = Log—+c .

u( +u) +1

Soit = Lo +c;

J.e +1 ge +1

x-Log(e*+1)+c;
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2) Pour calculer IR (shx,chx)dx, ou R est une fraction rationnelle de deux variables, on

peut effectuer le changement de variable u = e *, puis il s'agit d'une fraction rationnelle en

e puisque shx = © et ChX:i
ch’x
Exemple: I(x)= | ———dx
ple: 1(x) J‘1+shx+chx
2x -2x
On a: I(x)= lJ‘ﬂdx
4 1+e*
1
2
u +2+— 4 5
2
Onposeu= e”, on obtient —J—ud—u = ljw
4 1+u u 47 u’(1+u)
=l 1+3—L2+L3——u du
4 u u u u+l

1 1 1
= Z{u +3L0g|u| +;—F—4Log|u + 1@ +C.

Alors I(x)= i[ex +3x+e ™ —e > —4Log(e* + 1)]+C.

Remarque :

*Pour calculer IR(ShX, chx)dx, on peut aussi poser u = th% pour se ramener a I F(t)dt ou

F est une fonction rationnelle en utilisant :

2
shx = 2u2 : cx=1+u Cdx = 2du
1-u I-u 1-u

Cas particuliers :
Soit a calculer I(x) = jR(shx, chx)dx .

On consideére J(x) = IR(sin X,cosx)dx , pour laquelle on essaye un changement de variable

particulier u = cosx, u = sinx ou u = tgx (voir cas particuliers IV-2). On utilise alors dans
notre cas, pour le calcul de I(x), le changement de variable correspondant pour les fonctions
hyperboliques : u=chu ; u=shx ou u=thx.

sh’x
Exemgle . I(X) = Imdx
sin” x

On considere J(x) = I dx, pour calculer J(x), on pose u = cosx (car le

cos x(2 +sin’ x)
3

. sin” X

changement de x en -x ne modifie par

cosx(2 +sin’ x)
Alors pour le calcul de I(x), on pose u = chx, on obtient :

2_
J‘uzglduzj(_l+ 22u ]duZ—Log|u|+Log(u2+1)+C
u(u” +1) u u +1
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sh®x

m = — LOgChX + LOg(2 + ShZX) +C.

Ainsi I(x) = j

IV-4- Caleul de | R(x, o[ 22 Z jdx
CX +

Soit nelIN; n>2 , R une fraction rationnelle de deux variables. Pour calculer

IR( ‘/ de, on pose u= n\/ax b ce qui ramenera le calcul a celui de '[ F(u)du ou
cx+d cx+d

F est une fraction rationnelle en u.

Exemple : I(x)—'[ 1/X+ dx

x+1 . u’ +1 4u

Onpose u= D out= dou x=—; et dx=-———-du
x—1 x—1 u” -1 (u” =1
2
On obtient alors j jlu —du= 2 = 2 > |du
(I-u’)(d+u") I-u” 1+u
=Log1+u - 2Arctgu + C
I-u
I+x
+
et par suite I(X)—I ,/X d —Log 1—2Arc‘[g 1+X+C.
x—1 x—1
x—1

V- Extension de la notion d'intégrale.

V-1- Intégration sur [a,+ o[ ou |- .a]

1) Définition :

Soit ae IR et f une fonction continue sur [a,+ oo [. Alors V xe€ ]Ja,too[

F(x) = J;X f(t)dt existe.

oo
On dit que l'intégrale I f(t)dt converge si et seulement si :

lim F(x)= ¢, (€ IR. Onnotealors [ f(t)dt=¢ = lim [ f(t)dt.

X—>+oo

On dit que l'intégrale rw f(t)dt diverge lorsqu'elle n'est pas convergente c-a-d si lim F(x) est

X—>too

infinie ou n'existe pas.

2) Exemple :
* Etudier la nature (convergente ou divergente) de :

Arctgt
2 I 1+t

Vxe [0+ ; soit F(x)= j?rctgt
+

dt= Arct X
) g
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Arctgt
J. dt est convergente et

2
Comme limF(x)= lim lArctg2x - alors -
oo i) 8 1+t

—dt= —.
0 1+t 8

b) JTQ Logtdt

J-+w Arctgt T’

Vx21; F(x)= LXLOgtdt:XLOgX—X— 1

. . 1 - .
limx Logx - x - 1= limx(Logx -1 - —)=+ec alors J.l Logtdt est divergente.
+oo +o0 X

3) Théoréme fondamental :

. - dt . : :
Soit Be IR, alors f 7 converge si 3 >1 et diverge si B<1.

Preuve :

1
sdt _ = (x"P -1 sip#l
Vx>1; F(X):Lt_ﬁ: 1_B(X ) siP
LOgX SiB:l

. . : +o dt .
Alors siB<1; limF(x) =+ et par suite L - diverge.

siB>1 ; limF(x) = Ll et par suite fmf—; converge
et J.mg = L
1 B B_l

4) Remarque :
La convergence de .rw f(t)dt est indépendante de a.

5) Définition :
* De la méme maniere on définit la convergence de l'intégrale Ia f(t)dt ou f est une
fonction continue sur ]-oo ,af.

r f(t)dt converge si et seulement si lim

X—>—o0

j f(t)dt=L; Le IR.
* Soit f une fonction continue sur IR.

On dit que Ijmf (t)dt converge si et seulement si V ae IR.

f f(t)dt et J-Mf (t)dt sont convergentes.

6) Exemple :
Etudier la nature de :

a) [(e'dt.

Vx<0: Fo = [[e'de=[e] = 1-e" ———1
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0
Donc I_ e'dt converge.
b) [ eldt.

a o0 X oo
Soit ae IR ; J e'dt converge mais J e'dt diverge (car limJ. e'dt= +o0) alors j e'dt
—oo a +oo a o

diverge.

V-2- Critéres de convergence :

1) Théorémel :

Soit fet g deux fonctions sur [a,+ oo [ et vérifiant :
Vte[a,too[ ; 0 < f(t) < g(t) alors:

rmg(t)dt converge — rmf(t)dt converge.

Exemple :
_ 2 _ —+o00 _ +o0 _ 2
Vt>1, ona: e¢' <e', comme L e 'dt converge alors ...1 e”" dt converge.

2) Théoréme2 :
Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a,+oo[.

Si fog(cad lim )
= g(x)

=1) alors:

.rm f(t)dt et J.M g(t)dt sont de méme nature.

Exemple :
. s1nt—2 e
Comme lim =1 alors sin— ~ —
oo t2 t2 t2

+eo dt +o ]
Et comme L —- converge (car 2>1) alors .[ sin—-dt converge.
t t

3) Théoréme 3 :
Soit f une fonction continue sur [a,+oo .

Si '|.+°°|f (t)|dt converge (on dit que J.m f(t)dt est absolument convergente) alors J.+°° f(t)dt

converge.

Exemple :

Etudier la nature de L 5
t

+eo COS t

dt.

=3

cost
t2

cost
Vt>1,o0na

+e dt .
<1, comme £ — converge alors J; dt converge et par suite

t2

J.M cost dt converge
1 t? ge.
V-3- Intégration sur [a,b] ou ]a,b] .

1) Définition :

Soit f une fonction continue sur [a,b[; a,be IR a<b.

126



V xe [a,b[, on pose @(x) = [ f(t)dt.

On dit que l'intégrale Jb f(t)dt converge si et seulement si lim @¢(x)=/; ¢ € IR (c-a-d @(x)
a x—b~
admet une limite finie quand x —b").
On éeritalors [ f()dt= = lim [ f(t)dt.
a x—b~ vYa

2) Exemple :

Etudier la nature de Il dt .
0 1 _ t2
Vxe[0,1[ ; o(x)= Ix e _ Arc sinx ——— %
? ? 0 Il _ t2 x—1" 2
1 dt 1 dt T
Alors I converge et I = —.
0 1 _ t2 0 1 _ t2 2

3) Théoréme fondamental :

. 1 dt . :
Soit Be IR ; J;—B converge si et seulement si B<I.
t

4) Définition :
. Y b . . .
* De la méme manicre on définit la convergence de J. f(t)dt ou f est une fonction continue

sur Ja,b].

Ib f(t)dt converge < lim Ibf(t)dt =L;Le IR
* Soit f une fonction continue sur ]a,b|[.

On dit que jb f(t)dt convergesi Vce[ab],

IC f(t)dt et Ib f(t)dt sont convergentes.

Exemple :
Vil =2-24x et tim [ 9L-2.

[ de
"t N o0t

* Les critéres de convergence s'énoncent de la méme manicere que ceux du V-2 pour les

converge car Vxe ]0,1]; _[1

différents types de convergences. (convergence en -co pour r f(t)dt, convergence en b pour

b b
I f(t)dt quand f est continue sur [a,b[ et convergence en a pour J. f(t)dt quand f est continue

sur ]a,b]).
* Pour I'¢tude de la convergence d'une intégrale, on peut rencontrer des différents types de
convergence, il faut alors étudier séparément la question de convergence pour chaque borne.

+o0
Par exemple, L f(t)dt ou f est continue sur ]0,+eo[ présente un probléme de convergence
en +eo et un probléme de convergence en 0.

J:m f(t)dt converge si et seulement si V ae ]0,+co[.
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J:l f(t)dt converge et Jmf (t)dt converge.

Exercice :
Ftudier la nature de :

[
J~+°° dt

o Jet—1
Solution :

X

e 1]
et comme J;) —=dx converge (en 0) alors
X

1
X Wx Jx

Au voisinage de 0, on a :

1e*
——=dx converge.
.[o \/;
+eo dt Y
Pour '[ ——— on doit étudier la convergence en 0 et en +oo.
¢ e -1
I °1 1o dt
Convergence en 0 : ~ — alors j converge.
el—1 Wt ' ye' -1
1= -

Convergence en +oco :

~e 2, or I e 2dt converge
1

t
car Lxe 2dt = {—26

+oo
alors IO est convergente.

dt
ve' =1
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Exercices

Exercice 1 :
1) Calculer les intégrales suivantes :

1 1/2 dx /2 dx
I xchxdx ; I — 7 J. _— .
0 0 (1-x%) 0 3+2cosx

2) Calculer _Lm cosxLog(l + cosx)dx, en déduire la valeur de J.(: Log(1++/1-x°)dx.

Exercice 2 :

1) Calculer I= Ion/4Log(l + tgx)dx (poser t= %— 4).

2) En déduire la valeur de J = J.Ol de .
+X
Exercice 3 :
3
1) Déterminer une primitive de : fj(x) = lx—z ; H(x)=x e'x.
+X
2) Calculer :
5
IX31X; I x+3 X : J‘ 1 dx ;
x(x” =1) x24/2x +3 sinX + cos X + 2
X 3
Ix\/2x zldx; J~ e dx: I sim"x_ .
(x+1) (B+e*)e* -1 1+cosx

Exercice 4 :
Soit f une fonction continue sur [0,1].

/2 . /2
1) Montrer que : a) IO f(sinx)dx = J; f(cosx)dx .

b) [ xf(sin x)dx = g [ (sinx)dx.

2) Calculer J‘ORIXSL?dX.
+cos” x

Exercice 5 :

< t?

V x>0, on pose I(x)= | ———dt.
P ) Io 25+t

Calculer I(x) puis déterminer lim I(x).

X—>+oo
Exercice 6 :

Etudier la convergences des intégrales en précisant la valeur de chaque intégrale
convergente.
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1
a) L Logudu.

+o  du
b -
) L 1+ u}u

2) Déterminer la nature de :

) J‘O sin x

X(X + 1)

lex
b) sz dx

+ dx
© -[0 Logx

Exercice 7 :

1) Soit ae IR, pour quelles valeurs de a l'intégrale J:meax dx est - elle convergente ?

. . , +oo %
2) Etudier, suivant les valeurs du réel o, la nature de l—de .
~l+e
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