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NOTATIONS

Système physique
On note en caractère grasr le vecteur dansR3, et r est réservé au scalaire. Nous désigne par
|r | la norme du vecteurr de coordonnées cartésiennes(x,y,z).
Le système physique est composé de noyaux et d’électrons. Nous présentons ici les notations
pour chaque type de particule.

– Les noyaux sont indexés par des lettres grecques : leur position dansR3 est décrite par
Rα, leur masse parMα, et leur charge parZα.

– Les électrons sont indexés par des lettres minuscules : leur position dansR3 est décrite
parr j , leur masse parmj , et leur charge parz j .

Pour simplifier, les positions deK noyaux{Rα}α=1,...,K sont exprimées par{Rα}.

De plus, nous introduisons dans le premier chapitre la notationΨ pour désigner la fonction
d’onde àN corps, indépendante du temps. Nous l’exprimons dans les approximations de Har-
tree et Hartree-Fock en fonction deN orbitalesψi , et nous utiliserons également cette notation
ψi dans la théorie de la fonctionnelle de la densité, pour désigner la fonction dépendant d’une
coordonnée spatialer .

Espaces fonctionnels
Soit Ω un domaine ouvert inclus dansRn, n > 1.
On note, pourr > 1, Lr(Ω) l’espace des fonctions telles que

R
Ω | f |r < ∞. La norme associée

est définie par‖ f ‖r= (
R

Ω | f |r)
1/r .

Soit α = (α1, . . . ,αn) ∈ Nn avec|α| = α1 + · · ·+ αn, alors une dérivée def au sens des
distributions s’écrit :

Dα f (x) =
∂|α| f (x)

∂xα1
1 . . .∂xαn

n
.

Pourmentier, l’espace de SobolevHm(Ω) est l’espace des fonctions dont les dérivées partielles
jusqu’à l’ordrem sont de carré sommable :{

f ∈ L2(Ω), Dα f ∈ L2(Ω), ∀|α|6 m
}

.

Nous introduisons également lors de l’analyse par ondelettes les espacesCp(R) des fonc-
tions continues etp fois continûment dérivables, et les espacesCs, avecs∈ R+∗\N, appelés
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espaces de Hölder, qui sont les fonctionsf ∈Cp(R), p < s< p+ 1, et telles que la dérivée
p−ième def est dansL∞(R) et vérifie :

sup
x∈R, h>0

∣∣∣ dp

dxp f (x+h)− dp

dxp f (x)
∣∣∣

|h|s−p < +∞.

Pour l’analyselocalede la régularité de fonctions, nous utilisons des espaces de Hölder ponc-
tuelsCs({x0}), s /∈ N :
f ∈Cs({x0}) pour p < s< p+1 si f est p fois continûment dérivable au point{x0}, et si la
dérivéep−ième au point{x0} vérifie :

sup
h>0

∣∣∣ dp

dxp f (x0 +h)− dp

dxp f (x0)
∣∣∣

|h|s−p < +∞.

Nous notons le produit scalaire de deux fonctions de carré sommable<,>. Dans le chapitre
II , on utilise le produit scalaire de deux fonctionsu etv deL2(Ω), Ω ⊂ C3 défini par :

< u,v >=
Z

Ω
u v dx,

avecv le conjugué dev. Cette notation mathématique correspond à celle de mécanique quan-
tique< |> dans le sens où :

< u , v >=< v | u > .

Nous n’utilisons dans cette thèse que la notation mathématique<,>. Elle est équivalente à la
notation physique lorsqu’on se place sur des espaces de réels.

Transformée de Fourier
On adopte la convention suivante pour définir la transformée de Fourier d’une fonction de
L1(R) :

f̂ (ω) =
Z

R
f (x) e−i ω x dx.

Analyses multirésolutions

On notera les fonctions de base en une dimension par des minuscules (φ, φ̃,ψ, ψ̃...), et les
espaces par des majuscules simples (VJ,ṼJ).

Les fonctions périodisées surT = R\Z et les espaces associés sont distingués de leurs ho-

mologues surR par unˇ (̌φ,
ˇ̃φ, θ̌,

ˇ̃θ, V̌J...).

Certains passages de ce manuscrit sont dédiés à une étude utilisant à la fois une AMR ortho-
gonale, et une AMR biorthogonale. Nous distinguons donc dès qu’il est nécessaire les espaces
de l’une et de l’autre par des indices, respectivementt1 et t2 (Vt1

J et Vt2
J , Ṽt2

J ). Les fonctions
de base sont notées, dans le cas orthogonalφJ,k, et dans le cas biorthogonalθJ,k, θ̃J,k.

Dans le cas interpolant,θJ,k désigne la fonction d’échelle normalisée dansL2, i.e. θJ,k =
2J/2θ(2J.−k) , et la fonction d’échelle non normalisée est notéeθ]

J,k = θ(2J.−k) .

Les fonctions de base en majuscules sont réservées aux analyses multirésolutions de di-
mension trois. Ainsi, on note :
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– {Vt1
J }J∈N une AMR orthogonale deL2(T), avecT = T 3 ; chaque espaceVt1

J est engendré
par les 23J fonctions de baseΦJ = {ΦJ,k}k∈ΩJ , avec ΩJ = [0,1, . . . ,2J−1]3 .

– L’AMR biorthogonale est notée{Vt2
J , Ṽt2

J }J∈N , et les fonctions d’échelle deVt2
J (resp.

Ṽt2
J ) sont notéesΘJ = {ΘJ,k}k∈ΩJ (resp. Θ̃J = {Θ̃J,k}k∈ΩJ ).
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INTRODUCTION

En mathématiques appliquées, la résolution d’équations aux dérivées partielles occupe une
place importante dans les enjeux de la recherche actuelle : celles-ci permettent de modéliser
des phénomènes, tant en mécanique, en biologie, en chimie, que dans les sciences géophy-
siques, et les sciences humaines. L’objectif est autant de prédire, que de comparer les obser-
vations et les simulations, permettant ainsi une forte interaction entre théorie et expérience.
D’autre part, cela ne peut se faire sans une efficacité dans la programmation, car les systèmes
réels sont très complexes, et nécessitent l’alliance de codes et de machines performants. L’ef-
ficacité de la simulation provient du choix de l’algorithme et des outils de représentation du
problème, de la programmation en séquentiel dans un langage donné, et enfin de la capacité à
paralléliser ce code.

En mécanique quantique, les phénomènes sont décrits par lafonction d’onde. Celle-ci
contient toute l’information sur les particules du système, soumises à leurs interactions, et
éventuellement à des champs extérieurs. Le comportement de ces particules suit une équation
déterministe, dite équation de Schrödinger. L’action sur le système est modélisée par l’opéra-
teur hamiltonien et les fonctions d’onde forment un sous-espace invariant par cet hamiltonien :
nous aurons à résoudre un problème aux valeurs propres. La valeur propre associée à une
fonction d’onde décrit l’énergie de cet état. Cependant, lorsque l’on s’intéresse à des systèmes
physiques plus gros (plusieurs millions d’atomes), la limitation des ressources et le change-
ment d’échelle des phénomènes observés nous amènent à utiliser d’autres modèles, issus de
l’élasticité par exemple, ou de méthodes Monte Carlo.

L’hamiltonien décrit les interactions auxquelles est soumis un système composé deK noy-
aux et deN électrons. Dans le cas général, ces interactions peuvent être de nature électrosta-
tique et magnétique. Mais nous ne considérerons ici que des interactions purement électro-
statiques, et ne prendrons pas en compte le spin, moment magnétique intrinsèque de chaque
électron. Déjà, le système est difficile à décrire : il est en effet composé deN+K corps. Nous
pouvons définir une fonction d’onde décrivant lesN + K particules, mais nous verrons dans
le premier chapitre qu’il devient nécessaire de découpler les variables pour aboutir à un mo-
dèle soluble numériquement. Nous aboutirons alors à des descriptions avec une interaction
moyenne sur chaque électron (ces modèles sont dits de champ moyen). Nous allons donc être
confrontés à des choix dans la modélisation du problème, choix qui ne seront pas gratuits du
point de vue numérique : d’un système linéaire àN électrons, on aboutit à des modèles non
linéaires à un électron, et la complexité de l’algorithme de résolution sera directement liée à
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ces formulations.

Du point de vue numérique, beaucoup d’efforts ont été faits depuis plus de cinquante ans
sur le choix des espaces de solutions et de fonctions tests dans le calcul de structures électro-
niques. Les différents types d’implémentation sont présenté dans l’article de Marx et Hutter
[114]. En particulier, deux grandes familles, décrites dans le chapitreII , ont fait leur appari-
tion : la première provient de la volonté de décrire le problème par des fonctions d’origine
physique ; on y développe la solution comme une combinaison linéaire d’orbitales de type
Slater ou gaussiennes[57, 132]. La deuxième méthode est une analyse purement fréquentielle
du système, à l’aide d’une base d’ondes planes [121]. Ces fonctions parfaitement localisées
dans l’espace fréquentiel ne permettent pas de par leur délocalisation spatiale d’adopter de
stratégie adaptative, ce qui est problématique pour ces systèmes dans lesquels le vide est om-
niprésent. Des méthodes mixtes, avec des gaussiennes autour des noyaux, et des ondes planes
dans les régions intersticielles ont tenté de résoudre ce problème, mais se sont heurtées aux
problèmes inhérents à la décomposition de domaine. Il existe également des méthodes super-
posant deux types de bases, mais elles s’avèrent difficiles à étudier. L’existence d’une famille
de bases possédant les avantages des deux méthodes se pose alors : une bonne localisation
spatiale et fréquentielle, une expression simple et creuse de l’opérateur hamiltonien, et des
stratégies adaptatives efficaces.

Parallèlement à cela est née, dans les années 80, une famille de décomposition dans des
bases d’ondelettes. La terminologieondelettea été utilisée par Morlet en 1975, bien que la
première base d’ondelettes connue date de 1910, créée par Haar. Il est intéressant de remarquer
que les premiers travaux sur les ondelettes ont été réalisés dans le formalisme de la physique
théorique par Morlet et Grossman [83], ou par des personnes issues de cette discipline, comme
I. Daubechies [53]. La transformée en ondelettes permet d’exprimer sans perte d’information
un signal dans une base dans laquelle on obtient la contribution locale de chaque fréquence au
signal. Mallat et Meyer [117], [112] créèrent un environnement, appeléanalyse multirésolu-
tion (AMR), permettant une construction systématique de bases d’ondelettes, associées à une
transformée discrète rapide.

Différentes mises en œuvre des ondelettes dans le calcul de structures électroniques ont
déjà été réalisées. Les premiers articles à notre connaissance apparaissent en 1993, par deux
groupes différents. Le premier, formé par P. Fischer et M. Desfranceschi réalise d’abord des
études pour une équation monodimensionnelle (équation de Schrödinger radiale pour l’hy-
drogène). Ils étudient par une transformée en ondelettes continue [70] ou une transformée
discrète [69] le comportement de l’orbitale de l’électron dans l’espace temps/fréquence. Ils
mettent ainsi en évidence l’amélioration par rapport aux bases localisées, de type Slater ou
gaussienneII.2.1). Puis ils implémentent toujours pour le même modèle une résolution à base
de transformée en ondelettes discrète, en utilisant les fonctions de Daubechies [71].

Le deuxième groupe provient du Massachussets Institute of Technology, et est composé de
Cho, Arias, Joannopoulos et collaborateurs. La première résolution [40] se fait dans une base
de chapeaux mexicains. Ils expriment la densité électronique à l’aide de quelques fonctions de
base localisées dans des sphèresSα centrées sur les noyaux. Ils arrivent alors à évaluer l’éner-
gie fondamentale de l’atome d’hydrogène avec une erreur de 3%, en utilisant 85 fonctions de
base réparties sur deux échelles. Ils peuvent par cette méthode évaluer l’état de l’électron le
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plus près du noyau (1s) de tous les éléments de la classification périodique avec une erreur
de 3%. Ils étendent ensuite cette analyse dans le cadre de l’approximation locale de la densité
(LDA II.1.1)) [7], en choisissant une base interpolante [6, 63].

La propriété d’interpolation des ondelettes s’avère cruciale pour traiter une partie du poten-
tiel [72], et une méthode a été développée récemment dans la formulation de Hartree-Fock,
avec des ondelettes interpolantes liftées hyperboliques [60].

En 1996, Wei et Chou [153] se placent dans le même formalisme de la LDA, et utilisent
des ondelettes de Daubechies. Tymczak et Wang [145] utilisent une méthode issue de la dyna-
mique moléculaire : la formulation de Car et Parrinello [37] se ramène à la minimisation d’un
lagrangien à partir du système d’équations de Kohn et Sham [100] et de contraintes d’ortho-
gonalité des orbitales. Ils déterminent les orbitales en résolvant le système, à partir d’une base
grossière, jusqu’à la résolution fine, en compressant à chaque étape le signal. Pour ce faire,
ils utilisent une base d’ondelettes de Daubechies, et effectuent leurs premiers tests sur l’hy-
drogène, l’hélium, et le dihydrogèneH2. La convergence et le taux de compression dans leur
implémentation augmentent en fonction de la résolution. La propriété de compressibilité dans
des bases d’ondelettes de Daubechies dans ce type de problème est de plus montrée dans [78].
Ces articles mettent en évidence, dans certains cas précis, pour des modèles physiques particu-
liers, les avantages de l’approximation non-linéaire en bases d’ondelettes dans des systèmes de
chimie quantique. En utilisant entre autres les propriétés d’interpolation et de compression des
ondelettes, on peut envisager la perspective d’un algorithme systématique, adapté à un large
ensemble de configurations atomiques. Simuler des molécules complexes, possédant plusieurs
milliers d’atomes, ou des cristaux possédant des défauts locaux requiert énormément d’efforts
du point de vue de la mise en œuvre. C’est dans ce contexte de recherche que s’inscrit cette
thèse.

Un des potentiels appliqué au système d’électrons est coulombien, et nous le calculons
en résolvant l’équation de Poisson. Dans le cadre du calcul de structures électroniques, cette
équation a été résolue en utilisant une classe particulière d’ondelettes interpolantes [159, 111].
Nous présentons dans cette thèse un solveur combinant ondelettes et multigrille [75].

Enfin, les récents travaux de Harrison, Fann, Yanai, Beylkin et collaborateurs [90, 158, 64,
89] présentent la détermination de l’état fondamental par la résolution d’une équation avec
opérateur intégral. Les bases d’ondelettes utilisées, appeléesmultiwavelets, sont formées à
partir de polynômes de Legendre [5]. Ils expriment à l’aide d’une méthode présentée dans [26]
les opérateurs intégraux sous forme séparable.

La méthode que nous proposons de mettre en œuvre dans ce travail de thèse est différente et
basée sur la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité. La décomposition de la densité s’effec-
tue sur bases d’ondelettes ou bases de fonctions d’échelle. Contrairement aux récents travaux
de Harrison et al., la méthode développée est une méthode itérative comprenant à chaque itéra-
tion un problème de calcul de valeurs propres et la résolution du problème de Poisson. L’objec-
tif ici est d’une part d’utiliser les bonnes propriétés des ondelettes dans le préconditionnement
du Laplacien, d’autre part d’exploiter l’interpolation des bases biorthogonales pour former le
potentiel, et une base orthogonale pour diagonaliser l’hamiltonien.

La première partie de la thèse est consacrée à l’étude des APPROXIMATIONS DE L’ ÉQUA-
TION DE SCHRÖDINGER. Les différents modèles possèdent chacun leurs avantages et leurs
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Introduction

inconvénients, autant dans leur mise en œuvre, que dans leur description des phénomènes
électroniques. Nous y introduirons en particulier le modèle auquel nous nous sommes intéres-
sés, introduit par Kohn et Sham, et nommé Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT).

Dans le deuxième chapitre, THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITÉ, on expli-
cite les différents termes présents dans l’hamiltonien de Kohn et Sham, et notamment l’Ap-
proximation Locale de la Densité (LDA) pour exprimer un des termes du potentiel. De plus
nous présentons les bases les plus répandues dans les codes de structures électroniques. L’ana-
lyse de leurs forces et faiblesses nous conduira alors à nous intéresser aux bases d’ondelettes.

Le troisième chapitre APPROXIMATION DANS DES BASES D’ ONDELETTES ORTHOGO-
NALES ET BIORTHOGONALESest composé d’une description des familles utilisées, et de leurs
propriétés (régularité, compression). L’hamiltonien contenant une partie potentielle détermi-
née sur le maillage réel, nous détaillerons la construction d’ondelettes interpolantes, et intro-
duirons le schéma de lifting. Après avoir introduit les ondelettes périodiques sur un intervalle,
nous construisons des ondelettes tridimensionnelles, et des techniques d’optimisation du code
séquentiel seront présentées en annexe, pour mettre en place l’algorithme rapide.

Nous utilisons ensuite ces différentes familles pour la DÉTERMINATION DU POTENTIEL

ÉLECTROSTATIQUE3D. Après une étude en une dimension sur le préconditionnement du la-
placien dans des bases orthogonales et biorthogonales, selon des formulations de Galerkin et
Petrov-Galerkin, nous présentons deux solveurs 3D de l’équation de Poisson. Nous introdui-
sons en particulier une méthode de résolution combinant ondelettes et multigrille, qui a fait
l’objet d’une publication en collaboration avec S. Goedecker, dans leJournal of Theoretical
and Computational Theory[75].

Le cinquième chapitre RÉSOLUTION AUTOCOHÉRENTE DES ÉQUATIONS DEKOHN ET

SHAM est consacré à la résolution des équations de Kohn et Sham en trois dimensions. Après
avoir présenté les différentes étapes de l’algorithme, on y détaillera les différents points tech-
niques délicats de l’implémentation, en particulier le calcul des potentiels dépendant de la
densité.

Les tests permettant de valider notre méthode feront l’objet de la dernière partie DE L’ HA-
MILTONIEN LINÉAIRE AU MODÈLE DE LA DFT-LDA. Nous y présenterons d’abord les mo-
dèles de l’oscillateur harmonique, et de l’hydrogène, dont nous connaissons les solutions ana-
lytiques. Puis nous donnons les évaluations de l’énergie fondamentale pour des atomes plus
grands. Nous calculons également les états inoccupés de l’hamiltonien, et montrons des formes
d’orbitales obtenues. Enfin, nous analysons la compressibilité des orbitales, densité et poten-
tiel, en évaluant l’impact sur les différentes énergies.

Ce travail résulte d’une collaboration entre la Fédération d’Informatique et de Mathéma-
tiques Appliquées de Grenoble (IMAG) et le Commissariat à l’Énergie Atomique (CEA).
L’essentiel de la thèse s’est déroulé dans le Laboratoire de Simulation Atomistique (L_Sim),
appartenant au Département de Recherche Fondamentale sur la Matière Condensée (DRFMC)
du CEA Grenoble. Ce manuscrit rend compte de cette interaction entre mathématiques appli-
quées et simulation atomistique.
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PRÉAMBULE

Ces quelques pages sont destinées au lecteur non physicien, afin de l’éclairer sur les notions
et le vocabulaire associés au système physique que nous allons étudier. La brique de base étant
l’atome, nous présenterons ici sa structure électronique, et ses propriétés physiques.

FIG. 1 – Représentation de l’atome de lithium, composé de 3 protons, 4 neutrons et 3 élec-
trons. Image provenant du site http ://www.cea.fr/fr/pedagogie/Atome/atomes.html.

Un atome est composé
• d’un noyau central qui est un assemblage de protons et de neutrons.
• d’un nuage périphérique composé d’un cortège d’électrons pour lequel nous ne pouvons

établir que des probabilités de présence des électrons autour du noyau. Cela définit des
zones (nuage) où les électrons ont le plus de chance de se trouver.

La figure (FIG. 1) est une illustration de l’atome de lithium.
Le noyau occupe une sphère d’un diamètre de 10−15 mètre en moyenne, tandis que le dia-

mètre du nuage électronique sphérique de l’atome est de l’ordre de 10−10 mètre. L’espace entre
le noyau et le nuage d’électrons est vide.

Dans l’atome, la masse n’est pas répartie de façon homogène. Les protons et les neutrons
ont à peu près la même masse, mais ils sont environ 2 000 fois plus lourds qu’un électron :
un noyau est si dense, que si tous les noyaux de la Terre venaient à se toucher, notre planète
aurait à peine plus de cent mètres de diamètre et un grain de sable pèserait plus d’une tonne.
La masse d’un nucléon (un proton+ un neutron) est de 1,67.10−27kg.
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Préambule

Un proton est chargé positivement, et un électron, négativement. Un atome est électrique-
ment neutre, mais il peut perdre ou gagner des électrons : il devient alors un ion.

À chaque électron on associe uneorbitale atomique, qui donne la probabilité de présence
de l’électron dans l’espace, et détermine en fait le volume dans lequel l’électron se situe. Ces
orbitales ont différentes symétries, comme le montre la figure (FIG. 3).

Si l’on veut arracher un électron à l’atome, il faut lui fournir de l’énergie. L’expérience
montre que les électrons d’un atome ne sont pas tous liés de la même manière au noyau :
certains sont plus faciles à arracher que d’autres. On peut donc répartir les électrons d’un
atome en plusieurscouches, selon la facilité avec laquelle on peut les arracher à cet atome.

FIG. 2 – Ordre de remplissage des couches électroniques.

Ces couches, encore appeléesniveaux, sont caractérisées par un entier natureln > 0. Le
nombre d’électrons par couche est limité, et vérifie les règles suivantes :

– L’ordre de remplissage d’une couchen > 0 est caractérisé par lenombre quantique se-
condaire ou azimutal̀ ∈ [0, . . . ,n−1]. Ce nombre donne des informations sur la forme
et la symétrie de l’orbitale : à chaque` on associe une lettre qui désigne la sous-couche :
s,p, d, f , g...La règle de Klechkowsky classe l’énergie d’une couche en fonction den+` :
l’énergie associée à cette couche est une fonction croissante den+ `, et pour une valeur
den+ `, une fonction croissante den.

– L’orientation spatiale de la fonction d’onde est donnée par lenombre quantique ma-
gnétique m∈ [−`,`]. Pour chaque couple(n, `), on détermine les symétries selon les
différents axes (FIG. 3) : ainsi, une sous-couchespossède au plus un électron, une sous-
couchep trois électrons, etc. Le remplissage de ces sous-couches s’effectue en suivant la
règle de Hund, c’est-à-dire en maximisant le moment magnétique : pour un atome non
excité, on remplit en maximisant le moment magnétique, c’est-à-dire que l’on commence
par mettre 1 e- dans toutes les cases avant de faire des paires.

– Il existe un quatrième nombre quantique dit de spin,s, qui vaut±1/2. Selon le principe
d’exclusion de Pauli, il ne peut y avoir que deux électrons de spin opposés sur un même
niveau d’énergie (d’où le 2 présent devantn2 du principe de Pauli).

Le nombre maximal d’électrons pouvant appartenir à une couche caractérisée par le nombre
quantiquen est 2n2. Si l’on définit l’état d’un électron par la donnée de ses nombres quantiques
n, `,m,s, alors le principe de Pauli assure que deux électrons ne peuvent être simultanément
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dans le même état. L’ordre de remplissage des couches/sous-couches est indiqué sur la figure
(FIG. 2).

Exemple .0.1 Considérons l’atome de carbone isolé6C, qui possède6 électrons. On remplit
successivement les différentes couches : n= 1, 2 électrons sur la couche s :1s2,
n = 2, 2 électrons sur la couche s :2s2,
2 électrons sur la couche p :2p2

La configuration électronique s’écrit alors1s22s22p2.

Selon la distance de l’électron par rapport au noyau, il va plus ou moins être lié à l’atome.
Les électrons les plus proches du noyau sont appelés lesélectrons de coeur. Les électrons
dont les orbitales sont susceptibles d’être modifiées en présence d’autres atomes sont appelés
électrons de valence.

Dans un matériau, les principes restent les mêmes, mais la répartition du nuage électronique
n’est plus celui des atomes isolés. Elle dépend des positions relatives des atomes, et donc
des configurations atomiques. Comme la plupart des propriétés des matériaux dérive de leur
structure électronique, celle-ci nécessite l’élaboration de méthodes numériques précises.

FIG. 3 – Forme des orbitales en fonction de n,` et m ; provient du site http ://rosa.physik.tu-
berlin.de/ dschm/lect/schrdlek/q-zahlen.html
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I
APPROXIMATIONS DE L’ ÉQUATION DE

SCHRÖDINGER

Le but de ce chapitre est de présenter la modélisation du problème physique qui nous est
posé. Après avoir expliqué les différents termes de l’équation de Schrödinger, nous introdui-
rons des approximations et différents moyens pour la résoudre. Tout d’abord nous recherche-
rons la solution dans deux espaces particuliers, puis nous introduirons la densité électronique,
et montrerons un modèle de résolution dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT).

I.1 Quelques principes de mécanique quantique

I.1.1) De l’équation d’onde à l’équation de Schrödinger

Dans cette partie, on se place dansR3×R+, c’est-à-dire les trois coordonnées de l’espace,
et le temps. On désigne parq les coordonnées d’un système quantique.q appartient à un es-
pace appeléespace des configurations, composé dans cette partie introductive des coordonnées
spatiales et temporelle desK noyaux etN électrons du système, c’est-à-direR3(K+N)×R+.
L’état de ce système est complètement déterminé par sa fonction d’ondeΨ̄, à valeurs dans
C. Le carré du module de cette fonction définit la distribution des probabilités des valeurs
des coordonnées à un instant donné ; par définition, la fonction d’onde doit dès lors vérifier la
condition de normalisationpour tous les instants :Z

|Ψ̄|2dq = 1. (I.1)

Par définition, la donnée de cette fonction, à un instant donné, non seulement décrit toutes les
propriétés du système à cet instant, mais encore détermine son comportement dans tous les
états ultérieurs. Mathématiquement, cela se traduit par le fait que la valeur de la dérivée∂

∂t Ψ̄
de la fonction d’onde par rapport au temps doit, à chaque instant, être déterminée par la valeur
de la fonction d’ondeΨ̄ elle-même à cet instant [101]. Sous la forme la plus générale, on a
l’équation d’onde:

i~
∂
∂t

Ψ̄ = H Ψ̄.
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I. APPROXIMATIONS DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

L’hamiltonienH est un opérateurlinéaire hermitien, indépendant du temps, la fonction d’on-
de est à valeurs dansC ; ~ = h

2π , h étant la constante de Planck (= 6.626068×10−34m2kg/s).
On associe à une fonction d’onde son énergieε selon le produit hermitien défini parH :

ε[Ψ̄] =
< Ψ̄,H Ψ̄ >

< Ψ̄,Ψ̄ >
. (I.2)

On recherche pour un système sesétats stationnaires, c’est à dire ceux pour lesquels l’énergie
estconstante au cours du temps. En utilisant le fait que les fonctions d’onde vérifient (I.1),
et que l’opérateur est hermitien, on trouve que les états stationnaires correspondent à des états
propres de l’hamiltonien :

i~
∂
∂t

Ψ̄n = H Ψ̄n = εnΨ̄n,

εn étant la valeur propre ou énergie associée à l’état stationnaireΨ̄n. La dépendance en temps
de la fonction d’onde stationnaire étant ene−

i
~ εnt , on mettra donc les solutions sous forme

séparableΨ̄(q) = e−
i
~ εntΨn(q), q = (q, t) étant une variable de l’espace des configurations.

On aboutit alors à l’équation indépendante du temps :

H Ψn = εnΨn.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre différentes étapes permettant de simplifier et réduire
ce problème, qui sous cette forme est compliqué à résoudre, dans la mesure où la fonction
d’ondeΨn contient l’information de toutes les particules.

Définition I.1.1 (État fondamental d’un système) L’état fondamental d’un système est l’é-
tat de plus petite énergie : nous désignerons par la suite l’énergie de l’état fondamental par
ε0. Dès lors , quelque soit l’état d’un système, la valeur moyenne de son énergie est supérieure
ou égale à l’énergie propre de l’état fondamental :

ε[Ψ] > ε0.

Le spectre se sépare en deux parties [101] : une partie discrète, et une partie continue. L’exem-
ple suivant nous montre un cas simple de spectre continu :

Exemple I.1.2 Dans le cas d’une particule libre de masse m en trois dimensions, le mouve-
ment de celle-ci est uniquement conditionnée par son énergie cinétique, et l’hamiltonien s’écrit
alors :

H =− ~2

2m
∆.

On écrit l’équation de Schrödinger indépendante du temps pour déterminer les états station-
naires du système :

− ~2

2m
∆Ψ = EΨ.

Pour toute valeur positive de l’énergie E, ce système admet des solutions qui sont desondes

planes: Ψ(r) = Ceik.r , aveck vecteur d’onde de module|k|=
√

2mE
~

. Dans ce cas le spectre

de l’hamiltonien est continu, et les fonctions propres ne sont pas de carré intégrable.
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I.1. QUELQUES PRINCIPES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

Physiquement, cet exemple illustre le fait qu’un vecteur propre associé à une valeur propre
du spectre continuse trouve à l’infini. A contrario, le spectre discret met en évidence les mou-
vements du système qui ne s’éloigne pas à l’infini : on respecte la condition de normalisation
(I.1).

Complexifions le système : en reprenant Landau et Lifchitz [101], nous allons exprimer
l’hamiltonienH en fonction des coordonnées{ra}a=1,...,N ∈R3N desN particules du système.
Soit a une particule de massema. On note le laplacien appliqué à la positiona :

∆a =
3

∑
ν=1

∂2

∂r2
a,ν

. (I.3)

Si on suppose que les particules n’interagissent pas entre elles, alors l’hamiltonien s’écrit :

H =−~2

2

N

∑
a=1

∆a

ma
. (I.4)

En mécanique quantique non relativiste, l’interaction des particules est décrite par un terme
additif, le potentielU(r1, r2, . . . , rN) :

H =−~2

2

N

∑
a=1

∆a

ma
+U(r1, r2, . . . , rN). (I.5)

Ce potentielU dépendra des charges, masses et positions des particules, et nous verrons dans
la partie suivante différentes approximations deU , certaines pouvant amener à l’étude d’un
opérateurnon linéaire.

Exemple I.1.3 Écrivons l’équation déterminant les états stationnaires d’un système composé
d’une particule de masse m soumise à un champ extérieur :

− ~2

2m
∆Ψ+U(x,y,z)Ψ = EΨ.

Cette équation et l’équation d’onde dépendante du temps de laquelle elle a été déduite sont
les deux équations que Schrödinger a écrites en 1926 [131].

I.1.2) Spectre de l’opérateur hamiltonienH
Landau et Lifchitz [101] nous amènent par des considérations physiques, que nous ne déve-

lopperons pas totalement, à conjecturer la forme du spectre de l’hamiltonienH , lorsque l’on
considère une particule soumise à un potentielU , comme dans l’exempleI.1.3.

Hypothèse 1

Considérons que la particule soit soumise à un champ de force s’évanouissant à l’infini,

lim
x,y,z→+∞

U(x,y,z) = 0.
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Nous venons de voir qu’un état stationnaire du spectre continu se situe à l’infini, or c’est pré-
cisément là que le potentiel est nul : on peut alors considérer que la particule est libre, ce qui
d’après l’exempleEx[I.1.2] nous dit que son énergie est strictement positive. Dès lors, un
état dont la fonction d’onde vérifie (I.1), et qui décroît suffisamment vite à l’infini, est associé
à une valeur propre discrète, qui sera négative.

De plus, l’énergie associée à l’opérateur cinétique (I.4), que l’on définit de la manière sui-
vante pour une particule de massem :

Ec[Ψ] =< Ψ,−~2

2
∆
m

Ψ >

sera toujours positive, et si l’on noteUmin = min
(x,y,z)∈R3

U , alors on a l’inégalité pour tous les états

stationnaires(εn,Ψn) :
εn > Umin.

Dès lors, si l’on suppose queU(x,y,z) > 0, ∀(x,y,z) ∈ R3, alors l’énergie de l’hamiltonien
est la somme de deux énergies positives, une cinétique, l’autre potentielle : on obtientεn > 0.
Cela signifie que la fonction d’onde solution est délocalisée, et ne vérifie pas la condition de
normalisation (I.1) : le spectre est donc continu, il n’y a pas de spectre discret.

Hypothèse 2
Supposons maintenant que le potentielU s’écrive sous la forme :

U(x,y,z) = U(r) =− α
|r |s

, α > 0.

Comme nous le verrons par la suite, lorsque nous expliciterons les différents termes qui com-
posent le potentiel, le cas qui nous intéresse sera celui oùs = 1. C’est pourquoi nous n’ex-
pliciterons pas les autres possibilités. Dans ce cas, alors Landau et Lifchitz démontrent que le
spectre discret commence à partir d’une énergie négative finie, et qu’il existe des états station-
naires à énergie négative, et en particulier le spectre discret contientune infinité de niveaux
d’énergie négative s’accumulant vers le niveau d’énergie nulle.

Remarque I.1.4 En fonction de la forme de U, il se peut qu’il faille retirer du spectre continu
un ensemble de valeurs discret : on peut en effet dans certains cas trouver des états d’énergie
positive tels que la condition (I.1) soit vérifiée [101].

I.1.3) Approximation de Born-Oppenheimer

Nous allons maintenant effectuer une distinction entre les deux types de particules de notre
problème, les noyaux et les électrons. Nous considéreronsK noyaux etN électrons dont les
principales caractéristiques (masse, charge, position) ont été introduites dans la partie Nota-
tions. L’hamiltonien dépend de cesK +N particules :

H = H ({α = 1, . . . ,K},{ j = 1, . . . ,N}).
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I.1. QUELQUES PRINCIPES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

Supposons que l’opérateur se décompose en la somme

H =−~2

2

K

∑
α=1

∆α
Mα

+Vnn({Rα})+Hel({r j} | {Rα}), (I.6)

avec∆α défini selon (I.3), Vnn potentiel d’interaction entre tous les noyaux :

Vnn({Rα}) =−1
2

K

∑
α=1

∑
β 6=α

ZαZβ

|Rα−Rβ|
. (I.7)

etHel({r j} | {Rα}) l’hamiltonien associé auxN électrons pour une géométrie nucléaire fixée.
Cette dépendance paramétrique deHel en fonction des noyaux empêche celui-ci de commuter
avec les opérateurs purement nucléaires ; on ne peut alors pas exprimer la fonction d’onde du
système de manière séparable, c’est-à-dire sous forme d’un produit de fonctions propres asso-
ciées l’une aux noyaux, l’autre aux électrons.
Cependant, du fait qu’un nucléon est deux mille fois plus lourd qu’un électron, on supposera
les noyauxfixespar rapport au mouvement des électrons. Cette approximation s’appelleap-
proximation de Born-Oppenheimer, et l’on sépare alors les coordonnées des noyaux et des
électrons dans la fonction d’onde :

Ψ({r i},{Rα}) = ζ({Rα})ψ({r i}|{Rα}).

La fonction ζ({Rα}) est appelée fonction d’onde nucléaire.On considère dès lors que les
noyaux sont fixes, et on s’intéresse désormais à la fonction d’onde électronique, que nous ap-
pellerons encoreΨ.

On a donc réduit la complexité du problème, pour aboutir à un modèle dont la fonction
d’ondeΨ décrit le comportement deN électrons. Nous allons voir dans la section suivante
différents modèles, dans lesquels on se ramènera à l’étude deN fonctions à un corpsψ(r i).
Ces fonctions seront nommées orbitales, la dénomination “fonction d’onde” étant réservée aux
fonctions possédant une vraisemblance physique.

I.1.4) Indiscernabilité des particules

En mécanique quantique, on ne peut distinguer le comportement de deux particules iden-
tiques : elles sontindiscernables. Il faut donc s’assurer que la permutation de ces deux parti-
cules identiques dans le système donne deux états équivalents du point de vue physique. Cette
équivalence entre états se traduit, avec la condition de normalisation de la fonction d’onde
(I.1), par le fait qu’elle est soit symétrique, soit antisymétrique [101]. Si Pi, j est la permutation
des coordonnées spatiales de l’électronr i et de celui placé enr j , alors

Pi, jΨ =±Ψ.

Les particules associées à une fonction d’onde symétrique sont appeléesbosons. Les élec-
trons sont desfermions, leur fonction d’onde est antisymétrique.
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I. APPROXIMATIONS DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

Par la suite, nous introduirons l’ensemble des fonctions antisymétriques de carré intégrable
en trois dimensions :

AN =

{
Ψ ∈ L2(R3N),

Z
R3N

|Ψ({r})|2dr1 . . .drN = 1 t.q.∀(i, j) ∈ [1, . . . ,N], i < j,

Pi, jΨ = Ψ(r1, . . . , r j , . . . , r i , . . .) =−Ψ(r1, . . . , r i , . . . , r j , . . .)

}
.

En se ramenant à l’étude d’un système à noyaux fixes, la recherche de l’état fondamental
s’écrit sous la forme :

Trouverε0 telle que

ε0 = inf
{
< Ψ,HelΨ >, Ψ ∈ AN} . (I.8)

Les autres états du système possèdent des énergies plus élevées, et correspondent aux états
excités du système.

Nous décrivons ici lesN électrons par une fonction d’onde. L’énergie de l’état fondamental
ε0 est la somme des énergies de chaque électron. Ces états d’énergie possèdent une certaine
symétrie, et l’on remplit les différentes couches d’énergie en suivant le principe de Pauli (voir
préambule). Cependant, nous ne pouvons découpler ce problème selon chaque électron, du fait
de leur interaction, et dans les sections suivantes nous verrons comment le décomposer enN
problèmes sur des “quasi-particules”.

I.2 Modèles de détermination de l’état fondamental

Le problème de minimisation de l’énergie (I.8) ne peut être résolu efficacement sous cette
forme, la fonction inconnue dépendant deN particules ; nous présentons dans cette section
différentes approximations qui expriment le problème non plus selon la fonction d’onde élec-
troniqueΨ({r i}) à N électrons, mais plutôt avec des fonctions à un corpsψ(r i) que nous
appellerons desorbitales, la dénomination de fonction d’onde étant réservée à la fonction
physique.

Dans les deux premières méthodes (Hartree et Hartree-Fock), nous verrons comment trans-
former le problème en exprimantΨ({r i}) dans deux espaces appropriés. P.-L. Lions [110]
donne des résultats d’existence de solutions de ces deux problèmes, avec une condition sur le
nombre de charges positives et négatives du système.
Les troisième et dernière méthodes (Thomas-Fermi, Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
(DFT)) expriment l’hamiltonien en fonction de la densité électronique. Cette dernière corres-
pond à la densité de probabilité de présence d’un électron en chaque point de l’espaceR3.
Dans le cas général, la densité associée à la fonction d’onde deN électrons s’écrit :

ϒ(r) = N
Z

R3(N−1)
|Ψ(r , r2, . . . , . . . , rN)|2dr2 . . . .drN (I.9)
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Mais nous serons amenés également à la définir à partir deN orbitalesψi(r) :

ρ(r) =
N

∑
i=1

|ψi(r)|2. (I.10)

Dans le cas général, ces différentes approximations conduiront à une expressionnon li-
néairede l’hamiltonien, avec les difficultés numériques que cela engendre. Nous verrons dans
le chapitreV comment les contourner dans le cadre de la DFT.

Convention
On utilise les unités atomiques (a.u.) dans la suite de l’étude : la charge unité est la charge
de l’électrone= 1.602210−19C, la masse unité celle de l’électronm= 9.109510−31kg, et la
distance unité est le rayon de Bohra0 = ~2

me2
= 0.529Å, c’est-à-dire le rayon de l’orbitale sphé-

rique 1s de l’hydrogène. L’unité d’énergie sera notéeH, pourHartree. À titre de référence,
l’énergie de l’état fondamental de l’hydrogène vaut−1/2 H. Les grandeurs physiques utilisées
dans cette thèse sont toutes issues de ces quatre constantes fondamentales.

Cette partie est dédiée à la comparaison de différents modèles énergétiques, associés à cer-
tains ensembles de solutions. À chaque fois, il existe un lien étroit entre la forme du potentiel,
le type de solutions recherchées et les équations d’Euler-Lagrange. Ces dernières formeront
un système deN équations ; nous verrons que dans le cas de Hartree, chaque équation sera
associée à un opérateur hamiltonien particulierH j ; par contre, dans les autres cas, nous nous
placerons dans une configuration dite dechamp moyen: l’opérateur sera le même pour toutes
les équations ; il n’y a plus d’interaction entre les électrons.

I.2.1) Modèles de Hartree et Hartree-Fock

Dans ces modèles, nous considérons l’opérateurHel composé des trois opérateurs suivants :
– L’opérateurcinétique pour les électrons−∑N

i=1
1
2∆i , avec∆i étant le laplacien appliqué

à la coordonnée spatialer i (défini selon (I.3)). L’énergie cinétique s’écrit :

Ec[Ψ] =−
N

∑
i=1

1
2

< Ψ,∆i Ψ > .

– L’interaction d’un électroni avec lesK noyaux est de la forme :

V(r i) =−
K

∑
α=1

Zα
|Rα− r i |

. (I.11)

– L’interaction entre tous les électrons est de la forme :

1
2

N

∑
i 6= j,i, j=1

1
|r j − r i |

.

On fait interagir un électroni avec un autrej deux fois dans cette double somme, on
divise donc le total par deux.
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Dès lors, on veut trouver une fonction d’ondeΨ ∈ AN ∩H1(R3N), qui minimise l’énergie
< Ψ,Hel,Ψ >, avec l’hamiltonienHel de la forme :

Hel =−
N

∑
i=1

1
2

∆i +
N

∑
i=1

V(r i)+
1
2

N

∑
i 6= j,i, j=1

1
|r i − r j |

. (I.12)

Les modèles de Hartree et Hartree-Fock se basent sur une expression particulière des so-
lutions ; en effet, on va décomposer la fonction d’ondeΨ ∈ H1(R3N) à l’aide deN fonctions
orthonorméesψi(r i) ∈ H1(R3). Dans l’expression de l’énergie totale va alors figurer le terme
potentiel suivant :

Définition I.2.1 (Potentiel de Hartree) On définit le potentiel de Hartree ou potentiel cou-
lombien VC par :

VC(r) =
Z

R3
ρ(r ′)

1
|r − r ′|

dr ′, (I.13)

qui décrit l’interaction d’un électron de coordonnéer avec le nuage électroniqueρ. Les équa-
tions à résoudre dans ces deux approximations différeront d’un terme :

• Approximation de Hartree [91] : ignorant l’antisymétrie de la fonction d’onde, on cher-
che des solutions de la forme

Ψ(r1, . . . , rN) =
N

∏
i=1

ψi(r i), (I.14)

où les{ψi}i=1,N sont orthonormées dansL2(R3). On obtient alors pour l’énergieEH

l’expression suivante :

EH(ψ1, . . . ,ψN) =
1
2

N

∑
i=1

Z
R3
|∇iψi(r i)|2dr i +

Z
R3

V(r i)|ψi(r i)|2dr i

+
1
2

N

∑
i 6= j,i, j=1

ZZ
R3×R3

|ψi(r i)|2 |ψ j(r j)|2

|r i − r j |
dr idr j .

Démonstration : considérons l’énergie cinétique pourΨ ∈ H1(R3N) quelconque, alors en ap-
pliquant la formule de Green :

Ec =
1
2

N

∑
i=1

Z
R3N

|∇iΨ(r1, . . . , rN)|2dr1 . . .drN

= −1
2

N

∑
i=1

Z
R3N

Ψ(r1, . . . , rN) ∆i Ψ(r1, . . . , rN) dr1 . . .drN.

Si l’on remplaceΨ par l’expression (I.14), il vient :

Ec =
1
2

N

∑
i=1

Z
R3
|ψ1(r1)|2dr1 . . .

Z
R3
|∇iψi(r i)|2dr i . . .

Z
R3
|ψN(rN)|2drN.

Or nous avons fait l’hypothèse que lesψi sont orthonormées dansL2(R3). On obtient alors :

Ec =
1
2

N

∑
i=1

Z
R3
|∇iψi(r i)|2dr i .
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Par un calcul similaire, on trouve le premier terme potentiel. Nous allons maintenant étudier
le deuxième :

Ep =
1
2

Z
R3N

N

∑
i 6= j,i, j=1

1
|r j − r i |

|Ψ(r1, . . . , rN)|2dr1 . . .drN

=
1
2

N

∑
i 6= j,i, j=1

Z
R3N

1
|r j − r i |

N

∏
k=1

|ψk(r k)|2dr1 . . .drN

=
1
2

N

∑
i, j = 1,

i 6= j

N

∏
k = 1,

k 6= i, j

Z
R3
|ψk(r k)|2drk

Z
R6

1
|r j − r i |

|ψi(r i)|2|ψ j(r j)|2dr idr j

=
1
2

N

∑
i, j = 1,

i 6= j

Z
R6

1
|r j − r i |

|ψi(r i)|2|ψ j(r j)|2dr idr j .

car lesψi sont orthonormées. On obtient donc cette forme caractéristique de l’interaction entre
les orbitales.�

Il s’agit de minimiser la fonctionnelleEH selon les variables{ψi}i=1,N . En utilisant les
multiplicateurs de Lagrange{−εi}i=1,N , εi > 0, on cherche le minimum de la fonction-

nelle EH({ψi})−
N

∑
i=1

εi

(Z
R3
|ψi |2(r) dr −1

)
, qui conduit au système suivant :

Trouver N fonctions(ψ1, . . . ,ψN), chacune dans H1(R3), orthonormées, telles que

−1
2

∆iψi +V(r i)ψi +
N

∑
j 6=i, j=1

ψi

Z
R3

|ψ j(r j)|2

|r j − r i |
dr j = εiψi , i = 1, . . . ,N. (I.15)

Pouri fixé, le dernier opérateur revient à effectuerN−1 intégrations surR3, et on peut
l’exprimer en fonction du potentiel de HartreeVC :

∑
j 6=i

Z
R3

|ψ j(r j)|2

|r j − r i |
dr j =

Z
R3

∑
j 6=i

|ψ j(r ′)|2

|r ′− r i |
dr ′ =

Z
R3

ρ(r ′)
|r ′− r i |

dr ′−
Z

R3

|ψi(r ′)|2

|r ′− r i |
dr ′.

On interprète cet opérateur par l’interaction du nuage électronique (terme où apparaît
ρ) moins l’interaction de l’électron avec lui même, et l’équation de Hartree peut encore
s’écrire :

−1
2

∆iψi +V(r i)ψi +VC(r i)ψi −
Z

R3

|ψi(r ′)|2

|r ′− r i |
dr ′ψi = εiψi .

Cependant, les solutions de ce problème ne sont pas antisymétriques, et ne vérifient pas
le principe de Pauli. De plus, l’opérateur à gauche de l’égalité (I.15) dépend de l’orbitale
ψi calculée : c’est un problèmeauto-cohérent. Dans l’approximation de Hartree on a en
fait un opérateur par orbitale. Peu de systèmes sont simulés à partir de cette approxima-
tion, et l’on préfère, notamment en chimie, utiliser l’approximation de Hartree Fock.
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I. APPROXIMATIONS DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

• Hartree, Fock et Slater [135] ont proposé une autre classe de solutions qui vérifient le
principe de Pauli, sous forme de déterminants de Slater :

Ψ(r1, . . . , rN) =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(r1) . . . ψN(r1)

...
...

ψ1(rN) ψN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
toujours avec des fonctionsψi ∈ H1(R3) orthonormées. Dans la formulation de Hartree,
on a fait apparaître distinctement la variable d’espacer i attachée à l’orbitaleψi , car on
distingue chaquer i dans l’énergie potentielle. Dans cette formulation la sommation selon
desi et j distincts n’apparaît plus. Dans l’expression de l’énergie à minimiser vont alors
apparaître ladensité(I.10) et lamatrice densité:

ρ(r , r ′) =
N

∑
i=1

ψi(r)ψ∗
i (r

′), (I.16)

ρ(r) = ρ(r , r).

Et l’on a :

EHF(ψ1, . . . ,ψN) =
1
2

N

∑
i=1

Z
R3
|∇ψi(r)|2dr +

Z
R3

V(r)ρ(r)dr

+
1
2

Z
R3

VC(r) ρ(r)dr

− 1
2

Z Z
R3×R3

1
|r − r ′|

|ρ(r , r ′)|2drdr ′.

Démonstration : on effectue le même genre de calcul que dans l’approximation de Hartree ;
le fait de prendre un déterminant de Slater alourdit la notation, mais le raisonnement est le
même, c’est pour cela que je ne le développerai pas. On devra en plus utiliser l’orthogonalité
des orbitales pour annuler les termes croisés.�

L’hypothèse d’antisymétrie de la fonction d’ondeΨ permet donc de faire apparaître un
termed’échangeentre l’électron situé enr et celui situé enr ′.

On obtient le système d’équations d’Euler-Lagrange associé :

Trouver N fonctions(ψ1, . . . ,ψN), chacune dans H1(R3), orthonormées, telles que

−1
2

∆ψi +V(r)ψi +VC(r)ψi −
Z

R3

ρ(r , r ′)
|r − r ′|

ψi(r ′)dr ′ = εiψi (I.17)

En particulier, on observe que la différence entre la méthode de Hartree (système (I.15))
et celle de Hartree-Fock (I.17) réside dans le dernier terme : dans la méthode de Hartree-
Fock, chaque orbitale est soumise à un champ moyen électrostatique.
La méthode de Hartree-Fock donne de bons résultats numériques ; cependant, l’erreur
entre l’énergie exacte et l’énergie fondamentale de Hartree Fock peut devenir très grande
si l’on augmente la distance entre les noyaux. Un cas classique de mise en évidence de
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FIG. I.1 – Figure provenant de l’article de Grüning et al. [85]. Énergie totale du système
composé de deux atomes d’hydrogène, en fonction de leur distance. La courbe exacte n’est
pas affichée ici ; lorsque la distance augmente, l’énergie tend vers -1. L’approximation de
Hartree-Fock (HF) surestime largement l’énergie pour une grande distance inter-atomique ;
cependant, une combinaison linéaire de déterminants de Slater (Full-CI pour Full Configu-
ration Interaction) au lieu d’un déterminant permet d’obtenir une courbe très proche de la
courbe réelle dans le cas de la molécule H2. Les courbes LDA, BP, BB sont différents avatars
de la DFT. L’approximation LDA est présentée dans le chapitre suivant. Les autres approxi-
mations BB et BP proviennent des articles de Becke et Perdew [18, 122], et Baerends et Buijse
[11, 30].
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cette erreur est la molécule de dihydrogèneH2 (figureI.1) ; lorsque l’on étudie l’énergie
totale en fonction de la distance entre les deux noyaux, celle-ci tend théoriquement vers
la somme des deux énergies pour chaque atome, i.e.Etot = −1H. De manière générale,
choisir des fonctions de ce type surévalue très fortement les énergies de liaisons.

En utilisant en particulier les travaux effectués dans ce domaine par Lieb et Simon [108],
P.-L. Lions [110] montre des résultats d’existence pour les différentes approximations.
Dans les deux cas, on voit que la forme des solutions fait apparaître des termes mettant en
jeu des potentiels non localisés. Pour l’équation de Hartree, si le nombre total de charges des
noyaux est plus grand que le nombre d’électrons, alors il existe une séquence d’orbitales véri-
fiant les équations (I.15) normalisées à 1 et à décroissance exponentielle.
Pour Hartree-Fock, si le nombre total de charges des noyaux est plus grand ou égal au nombre
d’électrons, alors il existe une famille orthonormée solution de (I.17).

I.2.2) Modèles de type Thomas-Fermi

Avant la démonstration de Hohenberg et Kohn dans le cadre de la DFT présentée dans
la partie suivante, Thomas [143] et Fermi [65, 66] ont indépendamment démontré dans les
années vingt que l’on pouvait utiliser la densité électroniqueϒ (I.9) comme variable centrale
pour résoudre l’équation de Schrödinger.

Par rapport aux expressions précédentes de l’énergie, on change le calcul de l’énergie ciné-
tique : elle sera, elle aussi, une fonctionnelle de la densité.
L’énergie de l’état fondamentalETF s’obtient en minimisant selonϒ (I.9) :

ETF[ϒ] = A0

Z
R3

ϒ(r)5/3 dr +
Z

R3
V(r)ϒ(r)dr +

1
2

ZZ
R3×R3

ϒ(r)ϒ(r ′)
|r − r ′|

dr dr ′,

ϒ appartenant àL5/3(R3)∩L1(R3), telle que
Z

R3
ϒ(r)dr = λ, λ ∈ R+∗, A0 est une constante.

Intéressons nous à la signification physique des différents termes de cette énergie :
– Le premier terme serait l’énergie exacte d’un gaz uniforme d’électrons non interagis-

sants. Lorsque l’on considère un système avec noyaux, il devient alors nécessaire d’in-
troduire une correction, ce que fit von Weizsäcker en 1935, permettant ainsi la stabilité
des molécules :

ETFW[ϒ] = ETF[ϒ]+A2

Z
R3
|∇
√

ϒ|2dr .

Dès lors on suppose ici que
√

ϒ ∈ H1(R3).
– Comparons les termes potentiels avec ceux dans les cas de HartreeEH et Hartree-Fock

EHF . Ne figure ici qu’une interaction électronique de type Hartree (I.13). Afin de corriger
cela, Dirac ajouta en 1930 un terme ditd’échangepour mieux décrire l’interaction entre
électrons :

ETFD[ϒ] = ETF[ϒ]−A1

Z
R3

ϒ4/3(r) dr ,

avec ici l’hypothèse queϒ ∈ L4/3(R3).
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Le modèle incluant les deux corrections de Dirac et Von Weizsäcker est appeléTFDW. E.
Lieb [107] étudie en détail ces différents systèmes, et P.-L. Lions démontre l’existence et l’uni-
cité d’une distribution électronique pour une molécule neutre ou un ion chargé positivement
[110]. L’avantage de cette méthode est qu’elle est linéaire par rapport au nombre d’électrons
N. Dans la mesure où elle a tendance à lisser les couches électroniques, on l’utilise plutôt pour
calculer des propriétés moyennes, la DFT permettant d’affiner ces calculs.

I.2.3) Théorie de la Fonctionnelle de la densité (DFT)

Les détails de la théorie de la fonctionnelle de la densité sont expliqués dans le livre de R.G.
Parr et W. Yang [120]. Elle a été présentée pour la première fois dans un article de Hohenberg
et Kohn en 1964 [93]. Cet article explique que l’état fondamental est totalement déterminé par
la densité électronique. Puis Kohn et Sham [100] explicitent la forme de l’énergie, et déter-
minent le système d’équations à résoudre.

Hohenberg et Kohn en 1964 démontrent d’abord que l’on peut établir un principe varia-
tionnel à partir de la densitéϒ définie par (I.9), positive ou nulle et dont la normeL1 soit N,
le nombre d’électrons. Ceci nous autorise à chercher une fonctionnelle de la densitéE [ϒ] à
minimiser dans le but de déterminer l’état fondamental.
La théorie permettant d’aboutir à la formulation du problème est relativement complexe. No-
tamment, on aura besoin de définir des concepts deV-représentabilité etN-représentabilité que
je ne présenterai pas ici, ce n’est pas le sujet. Le lecteur intéressé pourra se référer au livre de
Parr et Yang [120] et ses références, puis aux travaux de Levy [105]. Ces discussions soulèvent
le délicat problème de “la poule et l’œuf” : on définit la densité à partir de la fonction d’onde
de l’état fondamental,à condition que celle-ci existe pour l’hamiltonien donné. Cet hamilto-
nien dépendant lui aussi de la densité...

Pour formuler simplement le problème, on veut minimiser une énergieEHK dite de Ho-
henberg et Kohn qui dépend de la densité, laquelle est obtenue en déterminant une fonction
d’onde :

inf
{

EHK[ϒ] =< Ψ,HKS Ψ >,Ψ 7−→ ϒ
}

. (I.18)

L’hamiltonien HKS n’a plus la forme générale introduite dans les approximations de Hartree
et Hartree-Fock (I.12). On caractérise ici l’état fondamental par la densitéϒ. Cependant, en se
ramenant à l’étude de particules non interagissantes, l’hamiltonienHKS s’exprime en fonction
de la densitéρ.

Nous allons dans un premier temps reprendre la densitéρ définie par (I.10). Si l’on suit le
principe que l’on peut décrire le système par la seule densité électronique, alors en particu-
lier on devra exprimer l’énergie cinétique à l’aide de la densité, comme dans les modèles de
type Thomas-Fermi. Cependant ce calcul est complexe, et l’on supposera plutôt que l’on peut
trouver N orbitales ψi telles que l’énergie cinétique s’écrive [100] :

Ec[ρ] =−1
2

N

∑
i=1

< ψi ,∆ ψi >, (I.19)
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et nous voulons minimiser cette énergie, sous la contrainte d’orthogonalité desψi . Je n’entrerai
pas dans les détails techniques, qui sont disponibles dans [120]. J’énoncerai uniquement le
résultat : minimiser l’énergie cinétique (I.19) sous ces contraintes est équivalent à trouver les
N états de plus basse énergie de l’opérateur suivant :

−1
2

∆+VKS(r).

Ce potentielVKS décrit le potentiel agissant surN électronsnon interagissants: l’opérateur
est dans ce cas linéaire, et on calcule lesN plus petites valeurs propres et les fonctions propres
associées. Cependant, nous allons dans la pratique décomposer ce potentiel en des termes qui
dépendront de la densité électronique :

VKS(r) = V(r)+VC(r)+Vxc(r),

où V est le potentiel extérieur de la formule (I.11), VC le potentiel coulombien d’interaction
entre les orbitales (I.13), etVxc un potentiel additif permettant de corriger l’approximation de
l’énergie cinétique par (I.19), et celle de l’interaction électronique parVC. On appelleVxc le
potentiel d’échange-corrélation.

On résout alorsN équations d’Euler pour minimiser l’énergie cinétique (I.19) de ce système
de particules non interagissantes :{

−1
2

∆+[V(r)+VC(r)+Vxc(r)]
}

ψi(r) = εiψi(r). (I.20)

L’énergie totale d’un tel système est définie par :

E = Ec[ρ]+
Z

R3
V(r) ρ(r) dr +

1
2

Z
R3

VC(r) ρ(r) dr +Exc[ρ].

Dans la DFT, l’énergie d’échange-corrélationExc n’est pas égale à l’énergie associée au po-
tentiel d’échange-corrélationVxc. En résolvant le système (I.20), on détermine lesεi , pour tout
i = 1,occ, sous la forme :

εi =< ψi , −
1
2

∆ ψi > +
Z

R3
V(r) |ψi |2(r) dr +

Z
R3

VC(r) |ψi |2(r) dr +
Z

R3
Vxc(r) |ψi |2(r) dr .

On remarque le facteur 1 devant l’énergie associée au potentiel de HartreeVC. Si on exprime
E en fonction desεi , il va donc falloir retrancher 1/2 de l’énergie deVC de la somme desεi .
On obtient alors :

E =
N

∑
i=1

εi −
1
2

Z
R3

VC(r) ρ(r) dr +Exc[ρ]−
Z

R3
Vxc(r)ρ(r) dr .

Nous verrons dans le chapitre suivant le lien entre énergie d’échange-corrélation et poten-
tiel d’échange-corrélation, qui n’est pas direct : on doit retrancher l’énergie associée àVxc, et
ajouterExc pour obtenir l’énergie totale.

À propos du spin
Nous n’avons pas pris en considération jusqu’à maintenant le spin (introduit dans le préam-

bule) : en effet, un état électronique non dégénéré (1s par exemple) peut être rempli par deux
électrons, un de chaque spin.
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• Lorsque le nombre d’électronsN recherché est pair, alors on a autant d’électrons de spin
↑ que d’électrons de spin↓, et une orbitaleψi correspond à la partie spatiale de deux états
de spin différents. La densité s’écrit alors :

ρ = 2
N/2

∑
i=1

|ψi |2.

• Par contre, lorsque le nombre d’électronsN est impair, la densité s’écrit :

ρ =
(N−1)/2

∑
i=1

2|ψi |2 + |ψ(N+1)/2|2 = 2
(N+1)/2

∑
i=1

ni |ψi |2,

n1 = · · ·= n(N−1)/2 = 1, n(N+1)/2 = 1/2.

Les N électrons sont séparés en couches, totalement ou partiellement occupées. Si on
noteocc le nombre de couches occupées, alors dans le casN impair, N = 2occ−1, la
densité est de la forme :

ρ = 2
occ

∑
i=1

ni |ψi |2, n1 = · · ·= nocc−1 = 1, nocc = 1/2.

Remarque I.2.2 Dans notre cas la distinction entre les spins n’a pas lieu ; en revanche,
lorsque l’on considère un système soumis à un champ magnétique, nous devrons distinguer
les deux parties de la densité, qui ne vont pas réagir de la même manière à ce champ. Il
faudrait alors inclure dans le potentiel VKS un terme dépendant du spin.

Un discussion physique au sujet des formalismes prenant en compte le spin ou non, ou trai-
tant qualitativement des questions du prochain paragraphe peut se trouver dans le livre de W.
Koch et al. [99], notamment des pages 52 à 59.

Remplissage des couches
L’écriture se complexifie lorsque l’on a affaire à des états dégénérés, comme il a été évoqué

dans le préambule. Ainsi, un étatp est dégénéré à l’ordre 3, un étatd est dégénéré à l’ordre 5.
Dans le cas où le nombre d’électrons permet de remplir totalement les couches, on n’a pas

de problème. Par contre, dans le cas où la dernière couche n’est pas remplie totalement, alors
l’électron peut être dans n’importe lequel de ses états dégénérés. Pour une couche de typep
par exemple, les trois états seront indexés par trois indicesnp

1, np
2, np

3, et chaque état corres-
pond à une symétrie de l’orbitale. Comment remplir ces couches ? Physiquement, l’électron
est dans un des états, et pas dans les autres : par exemple,np

1 = 1, np
2 = 0, np

3 = 0, mais nous
n’avons aucun moyen de prédire lequel. Nous pouvons également pondérer ces états par des
nombres d’occupation fractionnaires (np

1 = 1/3, np
2 = 1/3, np

3 = 1/3), de manière à préserver
la symétrie de la densité. Le point crucial dans le choix du remplissage est que nous obtien-
drons à chaque fois une densité différente, comme le montre la figure (FIG. I.2) dans le cas
d’une couche de typed, de dégénérescence 5, et présentant donc 5 types de symétrie, mais que
l’énergie doit être la mêmequelque soit le remplissage des couches.
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FIG. I.2 – Surfaces d’isodensité (.001 a.u.) d’orbitales de type d pour l’atome de Scandium,
et énergie totale correspondante, par un calcul de DFT. L’énergie et la densité de l’orbitale
dz2 diffère des autres, qui sont identiques à une rotation près. Issu du livre [99].

Nous allons donc redéfinir la densité de telle sorte que l’on garde la liberté de remplir les
couches dégénérées :

ρ̃(r) = 2
occ

∑
i=1

ni |ψi |2, (I.21)

avec 06 ni 6 1, ∀i = 1, . . . ,occ, et 2
occ

∑
i=1

ni = N. Le nombre de couches occupéesocc cor-

respond alors au nombre d’εi qu’il faut calculer. Cette forme de la densité est connue dans la
littérature par la dénominationclosed shell. L’énergie cinétique du système composé desocc
orbitales s’écrit :

Ẽc[ρ̃] =−
occ

∑
i=1

ni < ψi ,∆ ψi > .

La minimisation de l’énergie totale nous amène alors au système suivant :

{−ni ∆+2 ni [V(r)+VC(r)+Vxc(r)]}ψi(r) = ε′iψi(r). (I.22)

Dès lors, en posantεi = ε′i/(2ni), on retrouve alors l’équation (I.20). L’énergie totale s’exprime
en fonction desεi :

Ẽ = 2
occ

∑
i=1

ni εi −
1
2

Z
R6

ρ̃(r)ρ̃(r ′)
|r − r ′|

dr dr ′+Exc[ρ̃]−
Z

R3
Vxc(r)ρ̃(r)dr . (I.23)

Remarque I.2.3 L’entier occ désigne le nombre d’orbitales occupées. On peut également
écrire la densité sous la forme :

ρ̃(r) = 2
occ+Nu

∑
i=1

ni |ψi |2,
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où les Nu ni , i = occ+1, . . . ,occ+Nu sont nuls. La résolution de l’équation (I.20) pour i> occ
donne les orbitales non occupées, ou virtuelles de l’hamiltonien.

Signification physique des énergiesεi

Dans la DFT, on se place dans l’hypothèse d’électrons non interagissants soumis à un potentiel
VKS, et dès lors lesεi ne correspondent pasexactementaux énergies de chaque couche réelle.
La symétrie des orbitales est préservée, et dans la pratique les énergies de Kohn et Sham cor-
respondent à des états de même dégénérescence que les vrais états électroniques.

Cependant, il est possible de déduire certaines propriétés physiques du système à partir de
valeurs propres particulières :

– L’énergieεocc+1, notéeεLUMO
1, est égale en valeur absolue àl’affinité électronique A> 0

du système, c’est-à-dire l’énergie reçue par le système pour capter un électron.

−A = εLUMO.

– Le plus grand état occupéεocc, ou εHOMO
2, correspond en valeur absolue à l’énergie

d’ionisation du système, qui est l’énergie fournie au système pour lui retirer un électron.

−I = εHOMO.

Ces deux relations seraient vérifiées si l’énergieExc était exacte. Cependant, il n’existe, et
ce sera l’objet d’une section du prochain chapitre, que des approximations deExc.

En conclusion, après avoir introduit le problème de la détermination de l’énergie fondamen-
tale d’un système fermé, composé de noyaux et d’électrons, nous avons présenté les principaux
modèles utilisés en chimie quantique : les deux premiers modèles s’appuient sur la recherche
d’une solution sous une forme particulière. C’est le modèle de Hartree-Fock qui est le plus
couramment utilisé, et donne de bons résultats. Nous avons ensuite introduit un modèle uti-
lisant comme variable centrale la densité électronique (Thomas-Fermi) ; l’approximation de
ce modèle nécessite de nombreux termes correctifs, mais l’idée d’exprimer l’hamiltonien en
fonction de la densité, et donc de simplifier le problème, est tout à fait remarquable. Hohenberg
et Kohn, poursuivant cette voie en montrant que l’état d’un système est totalement déterminé
par sa densité électronique, puis Kohn et Sham, permettent alors de définir un nouveau sys-
tème d’équations pour déterminer les états de particules non interagissantes coexistant dans un
champ moyen.

Nous n’avons pas encore détaillé certains aspects de la DFT : d’abord la manière de ré-
soudre numériquement l’équation de Poisson, puis les différentes approximations du potentiel
d’échange-corrélation. Enfin, nous introduirons également dans le chapitre suivant les diffé-
rentes bases utilisées dans les codes de chimie quantique.

1LUMO signifie Lowest Unoccupied Molecular Orbital
2i.e. Highest Occupied Molecular Orbital
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II
THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA

DENSITÉ

Nous avons vu dans le chapitre précédent différentes approximations de l’équation de
Schrödinger. Les deux les plus utilisées sont les formulations de Hartree-Fock, et la théorie
de la fonctionnelle de la densité. C’est cette dernière que nous avons choisi d’étudier, car l’ha-
miltonien ne dépendant que de la densitéρ, sa construction peut se faire avec un coût linéaire
par rapport au nombre d’électrons.

Dans un premier temps, nous détaillons l’implémentation du potentiel d’échange-corréla-
tion Vxc et du potentiel extérieurV. Si l’on connaissait la forme exacte deVxc, alors la DFT
nous permettrait de calculer exactement l’état fondamental d’un système. Malheureusement,
ce n’est pas le cas, et plusieurs approches existent pour construire un potentiel d’échange-
corrélationVxc possédant une vraisemblance physique. Nous présentons ici une des plus con-
nues, diteApproximation de la Densité Locale (LDA). De plus, on utilise dans les codes de
calcul de structures électroniques, encore appelés codesab initio, une forme lissée du potentiel
d’interaction entre un électron et un noyauV, appeléepseudo-potentiel. Le pseudo-potentiel
doit vérifier certaines propriétés physiques, et conserver le comportement asymptotique de
V. Les principales conditions requises sont expliquées ici, puis nous donnons un exemple de
pseudo-potentiel, utilisé dans nos tests.

La deuxième partie de ce chapitre est consacrée aux principaux types de bases de projec-
tions habituellement utilisés dans les codes. On distingue deux grandes familles de base : celles
de type gaussienne ou Slater, qui offrent l’avantage d’être localisées spatialement autour des
noyaux, et celle des ondes planes, qui permet de résoudre simplement le problème à l’aide de
transformées de Fourier. Après avoir écrit la discrétisation des équations de Kohn et Sham,
nous détaillons les avantages et les faiblesses de ces deux types de base.

Nous traitons dans la dernière section de la prise en compte des conditions aux bords pério-
diques pour résoudre ce système. Certains codesab initio permettent en effet de calculer l’état
fondamental d’une molécule dans le vide, en mettant cette molécule au centre d’un ouvert
Ω, et en supposant que cet ouvert soit assez grand pour que toutes les fonctions du problème
(potentiels, orbitales) aient leurs supports inclus dansΩ. Pour des potentiels commeV ouVC,
nous verrons quelles techniques appliquer pour traiter leurs comportements à longue portée, en
1/|r |. Nous présentons en particulier l’utilisation des conditions aux limites périodiques dans
le cas d’une résolution à base d’ondes planes.
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II.1 Approximation des potentiels de la DFT

Nous avons introduit dans le chapitre précédent une fonctionnelle de la densitéExc[ρ] conte-
nant toutes les interactions auxquelles sont soumises les orbitalesψi , et que les autres termes
ne prennent pas en compte. L’énergieExc[ρ] est une somme d’interactions complexe, et il
est très difficile de lui donner une forme réaliste. La prochaine section en propose une forme
inspirée du cas où le système n’est composé que d’électrons, appelé gaz d’électrons uniforme.

II.1.1) Potentiel d’échange-corrélation selon l’approximation de la den-
sité locale (LDA)

L’énergie d’échange-corrélation doit comporter plusieurs termes correctifs.
– On a supposé l’énergie cinétique sous la forme d’une somme :

Ec = 2
occ

∑
i=1

ni < ψi ,−
1
2

∆ ψi >,

ce qui n’est vrai que pour le cas d’orbitales non interagissantes1. L’hamiltonien dépen-
dant des orbitales, celles-ci interagissent donc entre elles, et l’on commet une erreur de
modélisation.

– Le potentiel entre les électrons est pour l’instant purement coulombien, exprimé parVC

(I.13) : un électron voit tous les électrons au travers de la densité électronique, et en
particulier il se voitlui-même.

Un des enjeux essentiels de la DFT est de trouver la meilleure expression possible pourExc :
c’est l’exactitude de ce terme qui rendrait la modélisation selon la DFT exacte. En théorie,
étant donné le comportement asymptotique deVC,

VC(r)∼ N
|r |

, |r | →+∞

Vxc devrait se comporter en−1/|r |, afin qu’asymptotiquement une orbitale voie lesN− 1
autres orbitales. Malheureusement, les différentes approximations deVxc proposées [93, 38,
97, 18] décroissent exponentiellement quand|r | → +∞. Ces potentiels sont calculés à partir
de l’énergieExc [93] :

Exc[ρ] =
Z

ρ(r) εxc(ρ(r))dr , (II.1)

avecρ = 2
occ

∑
i=1

ni |ψi |2 (configurationclosed shell). La fonctionnelle de la densitéεxc s’interprète

comme l’énergie d’échange-corrélation d’une particule dans un gaz d’électrons uniforme2. On
décompose généralementεxc en deux termes d’échange et de corrélation :

εxc[ρ] = εx[ρ]+ εc[ρ],

1Pour des orbitales interagissantes, une forme de l’énergie cinétique a été donnée dans l’approximation de
Thomas-Fermi.

2Si la densité varie assez lentement, alors on suppose qu’elle est localement uniforme, d’où le nom d’Ap-
proximationLocalede la Densité.
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et on obtient le potentiel correspondant en dérivant l’expression par rapport àρ :

Vxc = εxc(ρ)+ρ
∂εxc

∂ρ
.

La partie d’échange est égale, à un facteur près, au terme introduit par Slater en 1951 pour
traiter l’échange dans l’approximation de Hartree et Fock :

εx[ρ] =−3
4
(
3
π

ρ)1/3,

qui correspond au volume du gaz d’électrons libres de densitéρ. On l’écrit différemment, en

introduisant la variablers = (
3
4π

)1/3ρ1/3 :

εx[ρ] =− 3

42/3
rs.

Physiquement, cela signifie queεx est constant dans la sphère de rayonrs, qui contient exac-
tement une charge : plusrs est petit, et plus les charges sont proches. Cela correspond à une
région de haute densité.

L’énergie de corrélation a d’abord été estimée par Wigner [154], puis corrigée plus récem-
ment par Ceperley et Alder [38] :

εc(ρ) =− 0.44
rs+7.8

.

Les valeurs numériques sont obtenues de manière empirique, par des calculs Monte Carlo [92].
D’autres méthodes existent pour évaluer cette énergie de corrélation, et pour calculer l’énergie
d’échange et de corrélation dans sa totalité, en utilisantrs. Ainsi, Hartwigsen et al.[92] ont
établi une formule, à l’aide des approximations de Padé [28] :

εxc =− a0 +a1 rs+a2 rs
2 +a3 rs

3

b1 rs+b2 rs
2 +b3 rs

3 +b4 r4
s
. (II.2)

Les coefficientsai etbi sont déterminés par une méthode Monte Carlo.

La forme (II.1) de l’énergie donne des résultats plutôt bons ; cela provient du fait que la
LDA simule correctement l’existence du voisinage excluant la présence d’autres charges élec-
troniques autour d’un électron. La précision est bonne lorsque le nombre d’électrons est pair
(ni = 1 pour touti = 1,occ) et que l’on a évité les brisures de symétrie (un état dégénérér fois
possède la même portion d’électron dans chacun de ses états :ni = · · · = ni+r = 2/r). Le cas
échéant, il convient de distinguer les deux électrons de même énergie, mais de spin différent
(à l’origine du facteur 2 de la formulationclosed shell) dans la formulation de la densité. Cette
méthode est connue sous le nom de Local Spin Density Approximation (LSDA), et l’on évalue
Vxc en fonction d’une variable supplémentaire, le spin de l’électron.

Remarque II.1.1 En pratique, les fonctionnelles de la LDA sous-estiment l’énergie d’échange
des atomes et molécules, parce qu’elles se basent sur un gaz uniforme d’électrons. Des correc-
tions mettant en évidence la non uniformité deρ ont été élaborées, par exemple en supposant
queExc dépend également du gradient de la densité électronique (Generalized Gradient Ap-
proximation (GGA) ).

Exc[ρ] =
Z

Ω
ρ(r)εxc(ρ(r),∇ρ(r))dr .
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II.1.2) Pseudo-potentiels

Le potentiel généré par un noyau est de la formeV(r) =−Zα
|r | . On peut pour éliminer sa sin-

gularité convoluerV avec une fonction de classeC∞. Pour avoir une vraisemblance physique,
on préfère écranter le noyau avec les électrons de cœur, c’est-à-dire considérer le potentiel
global engendré par le système composé du noyau et des premiers électrons, au lieu deV. On
résout alors les équations de Kohn et Sham pour les électrons des niveaux supérieurs, qui ne
sont pas pris en compte dans ce potentiel. Cette approximation, ditefrozen core approxima-
tion, provient du fait que les électrons proches du noyau restent relativement inertes lorsque
l’on change l’environnement chimique de l’atome : ils ne changent pas d’état.

Les pseudo-potentiels ont originellement été introduits dans les systèmes discrétisés sur
base d’ondes planes (partieII.2.2)). Soit B(Rα, r loc) la sphère de rayonr loc et de centre le
noyauRα. Les pseudo-potentiels sont construits selon plusieurs critères :

1. À l’extérieur deB(Rα, r loc) : les interactions à longue portée doivent être respectées
(comportement en 1/r), et les orbitalesψi solutions du système (I.20) approchent le
plus possible les orbitales sans pseudo-potentiel. Dans la figureII.1, on donneVloc etV
en fonction dex = |r |. Le trait verticalx = r loc délimite le domaine de validité physique
du pseudo-potentiel.

2. À l’intérieur de cette boule, on requiert de la régularité pour le pseudo-potentiel et l’or-
bitale. Le pseudo-potentielVloc sera plus ou moins profond selon les modèles, i.e. il va
plus ou moins bien simuler l’attraction des charges positives du noyau sur les électrons.
Il y a un compromis entre vraisemblance physique des orbitales, et leurs régularités.

3. Transférabilité[79] : afin que les pseudo-potentiels décrivent précisément les propriétés
de la matière, c’est-à-dire qu’appliqués au même atome dans des contextes chimiques
différents, les résultats restent aussi précis, il faut que dans la sphèreB(Rα, r loc), le
pseudo-potentiel ne dépende pas du contexte chimique, mais uniquement de l’atome
considéré : de cette condition on détermine le rayonr loc.

4. Conservation de la norme: Hamann et al. [88], en plus des conditions précédentes1 et
de 2, requièrent également la conservation du potentiel électrostatique généré par les
électrons de coeur à l’extérieur deB(Rα, r loc). On demande également une conservation
de la dérivée logarithmique de la fonction d’onde de chaque état de valence par rapport
à l’énergie, de manière à minimiser les erreurs dans le calcul des énergies propres.

À partir de ces différentes propriétés, on peut construire des pseudo-potentiels qui prennent
en compte la physique des électrons les plus proches du noyau. Le pseudo-potentiel intègre
l’action des électrons de cœur, et à l’extérieur deB(Rα, r loc), on reconstitue exactement leur
effet. Les équations de Kohn et Sham sont résolues pour les électrons les plus éloignés du
noyau.
Les pseudo-potentiels utilisés dans cette thèse pour simuler les noyaux et les électrons de cœur
sont de la forme [92] :

Vloc(r) =−Zα
|r |

er f

(
|r |√
2 r loc

)
+e

− 1
2( |r |

rloc
)2
(

C1 +C2(
|r |
r loc

)2 +C3(
|r |
r loc

)4 +C4(
|r |
r loc

)6
)

, (II.3)

oùer f est la fonction de répartition de la loi normale, définie par :

er f(x) =
2
π

Z x

0
e−t2

dt, ∀x∈ R.
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Les coefficientsZα, r loc,C1,C2,C3,C4 dépendent de la nature de chaque atome. Les valeurs
pour les éléments allant de l’hydrogène au radon sont données dans l’article de Hartwigsen et
al. [92].

Remarque II.1.2 On peut également utiliser des pseudo-potentiels à plusieurs canaux: plus
on s’éloigne du noyau, moins ils verront les effets des électrons sous eux : on matérialise cela
par l’utilisation de plusieurs rloc.

En observant la figureII.1, on se rend compte visuellement de l’impact de l’utilisation d’un
pseudo-potentiel : en effet, pour une fonctionf ∈ L2 quelconque, on aura :

< f ,V f > < < f ,Vloc f >,

ce qui signifie que l’énergie potentielle associée àVloc sera plus grande (algébriquement) que
celle associée àV.

FIG. II.1 – Comparaison entre le pseudo-potentiel Vloc(x) de l’hydrogène, et le potentiel en
1/x, x= |r |. Le trait vertical correspond à l’abscisse r= r loc. Les propriétés physiques requises
sur Vloc sont valables pour r> r loc.

Nous verrons dans le dernier chapitre que l’approximation locale des pseudo-potentiels
n’est pas suffisante pour simuler exactement le système : en effet, chaque état possède une
symétrie qui lui est propre, (étatss, p, d...), et leurs énergies sont ordonnées. L’utilisation de
Vloc peut impliquer un changement dans cet ordre, et il se révèle alors nécessaire de rajouter
un autre terme, dit “non local”, qui réordonne les états qui posent problème (typiquement les
étatsp et d). Le lecteur intéressé peut se référer aux articles de Kleinman et Bylander [98],
Bachelet et al. [10], Hamann [87], Gonze et al. [81], et Hartwigsen et al. [92].

II.2 Bases de projection

L’utilisation de pseudo-potentiels est étroitement liée à la base dans laquelle est exprimé le
problème. En effet, dans le cas de fonctions de base non localisées dansR3, il est nécessaire
d’approcher la physique près des noyaux, afin de ne pas augmenter le nombre de fonctions
de base pour décrire les phénomènes qui s’y déroulent. C’est le cas des ondes planes. Nous
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présentons ici deux familles de base importantes dans le calculab initio. Les critères que l’on
cherche pour ces fonctions de base sont les suivants : la complétude, un nombre minimum de
fonctions de base pour une erreur minimale, l’orthogonalité, et la compacité.
PourD fixé, on recherche les orbitalesψi dans un espace engendré par la famille{χν}ν=1,...,D

, pas nécessairement libre ni orthogonale. Si on discrétise le problème selon une formulation
de Galerkin, alors apparaît la matrice de masseO =

[
< χν,χµ >

]
ν,µ=1,...,D . Soit C(i) =

{c(i)
ν }ν=1,D les coefficients de la projection deψi dans cette base :ψi =

D

∑
ν=1

c(i)
ν χν , alors

chaque équationH ψi = εi ψi se transforme en un système linéaire, pouri = 1,occ:

H C(i) = εi O C(i), (II.4)

∀ ν, µ∈ [1, . . . ,D]2, Hν,µ = < χν,H χµ > . (II.5)

Dans cette partie, on ne tiendra pas compte des états d’occupationni introduits dans le chapitre
précédent ; les calculs sont les mêmes aux facteursni près. On exprime la densité dans cette
base :

ρ =
occ

∑
i=1

D

∑
ν,µ=1

c(i)
ν c(i)

µ χνχµ =
D

∑
ν,µ=1

Pν,µχνχµ, (II.6)

Pν,µ =
occ

∑
i=1

c(i)
ν c(i)

µ .

où P est appeléematrice densité, etχ est le conjugué deχ. Dans la matrice de l’hamiltonien
H, figure en particulier le terme< χν,VC χµ >, qui s’écrit encore :

< χν,VC χµ > =
D

∑
λ,σ=1

Pλ,σ

ZZ
R6

χν(r)
χλ(r ′)χσ(r ′)
|r − r ′|

χµ(r)drdr ′. (II.7)

Lorsque l’on considère des fonctions de baseχν centrées sur les atomes, alors dans l’équation
(II.7) figurent des fonctions centrées sur quatre atomes au maximum, que l’on calcule une fois
pour toutes.
Un algorithme itératif de résolution des équations de Kohn-Sham peut se présenter de la ma-
nière suivante :

1. À l’itération k, on connaît̃ρk, discrétisé sur la base{χν}ν=1,...,D . On peut alors construi-
re les potentiels suivants :
– le potentiel de HartreeVk

C,
– le potentiel d’échange-corrélationVk

xc,
qui permettent de former l’hamiltonienH k à l’itérationk.

2. Construire la discrétisation de l’hamiltonienHk composée des éléments (II.5).

3. Déterminer lesocc plus petites valeurs propresεk+1
i et les vecteurs associésψk+1

i du
problème aux valeurs propres généralisé (II.5).

4. Former la nouvelle densitéρk+1.

5. L’algorithme a convergé lorsque pour une certaine norme|||.|||, la différence|||ρ̃k−
ρk+1||| est inférieure àτ fixé. Dans ce cas, on peut déterminer l’énergie totaleEk du
système.
Le cas échéant, former une nouvelle densitéρ̃k+1 et retourner en1.
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Nous détaillons l’algorithme dans le chapitreV. Schématiquement, il se présente sous la
forme :

ρ̃k

Potentiel de Hartree

Vk
C[ρ̃k]

Potentiel d’échange corrélation

Vxc[ρ̃k]

Hk

{εk+1
i , ψk+1

i }

Ekρk+1

?

?

PPPPPPq

PPPPPPq

������)

������)

PPPPPPq

?

Si |||ρ̃k − ρk+1||| > ε
Calcul dẽρk+1

Sinon

arrêt de l’algorithme

Dans cette partie, nous présentons deux familles qui n’ont a priori pas de sens physique,
mais qui sont très largement répandues : les fonctions de type gaussienne, et les ondes planes.

II.2.1) Orbitales de type Slater ou Gaussienne (STO et GTO)

Dans des approximations basées sur la fonction d’onde (de type Hartree-Fock) comme dans
la DFT, on utilise des fonctions centrées sur les atomes possédant une certaine vraisemblance
physique. Nous présentons ici deux types de bases. Davidson et Feller [57] donnent une des-
cription détaillée de la construction des basesSTO, et Shavitt [132] celle desGTO, et de leur
implémentation dans le programme GAUSSIAN.

Orbitales de type gaussienne (GTO)
Sur un maillage cartésien, on exprime chaque fonction d’onde dans une base de fonctions

de type :

χG
L,α(r) = Cx`ymzne−α|r |2.

Le réelC est le coefficient de normalisation de la fonctionχG
L,α, α est le diamètre du support de

la fonction de base (c’est-à-dire la largeur de la diffusion), et il prend un ensemble de valeurs
discret. Pourα fixé, le paramètreL = ` + m+ n permet de classer ces fonctions de base en
différentes symétries :
• L = 0 : une fonction de symétrie sphérique→ elle décrit bien les orbitales de types.
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• L = 1 : trois fonctions, antisymétriques selon les trois axes→ elles correspondent aux
fonctions de symétriep.

• L = 2 : 6 fonctions en tout, soit 5 fonctions de typed, et une fonction de types.

En fait, parmi les(L+1)(L+2)
2 fonctions de la familleL > 1 apparaissent des symétries déjà

représentées dans les fonctionsL 6 1 : on obtient alors une redondance de l’information phy-
sique. Cependant, ces fonctions permettent un calcul efficace des coefficients de l’hamiltonien
où figurent l’interaction de quatre fonctions de base avec un potentiel coulombien (II.7). De
plus, à partir d’un ensemble{χG

L,α}, apparaissent d’autres fonctions de cette famille. Ainsi, si
l’on utilise la fonctionχG

0,α pour exprimer l’orbitale de l’hydrogène, apparaissent trois autres

fonctions, issues de la projection du laplacien sur cette fonction :χG
2,α (avec` ou m ou n égale

2).
Le calcul de la matrice de masseO et des intégrales (II.7) est analytique dans cette famille

de représentation. Cependant le comportement de ces fonctions n’est pas fidèle à celui des
orbitales : en effet, ce sont des fonctions possédant une dérivée continue en zéro, alors que les
orbitales n’en ont pas, et la décroissance est trop rapide quandr →+∞.

Orbitales de type Slater (STO)
Les STO semblent elles être du point de vue physique un choix naturel de fonctions de

base : elles possèdent un point de rebroussement à l’origine, et une décroissance exponentielle
à l’infini :

χS
n,l ,m,ζ(r,θ,φ) = Crn−1e−ζr Yl ,m(θ,φ),

où n est le nombre quantique principal (cf préambule),ζ paramétrise la décroissance radiale
deχS

n,l ,m,ζ, etYl ,m est l’harmonique sphérique définie par :

Yl ,m(θ,φ) =

√
2l +1

4π
(l −m)!
(l +m)!

Pl
m(cosθ) eimφ,

avec

Pl
m(x) =

(−1)l

2l l !
(1−x)m/2 ∂l+m

∂xl+m

[
(x2−1)l

]
.

Ces fonctions engendrent des calculs plus compliqués, notamment pour évaluer les termes po-
tentiels, où apparaîssent des intégrales de produit de quatre fonctions (II.7), et pour lesquelles
on ne dispose pas de formules analytiques. Une méthode consiste à approcher une STO par
combinaisons linéaires de GTO [132], pour lesquelles ces intégrales sont faciles à évaluer : on
définit alors une fonction de base du type :

χC
τ =

A

∑
L=1

dL,τ χG
L,α,

les coefficientsdL,τ étant choisis pour s’approcher le plus possible d’une fonctionχS. De telles
fonctions de base sont appeléesfonctions gaussiennes contractées (CGF)[57]. Ces fonctions
ont d’abord été utilisées dans les programmes axés sur les fonctions d’onde (Hartree-Fock)
(Gaussian, Turbomole), puis sur la DFT (DGauss, DeMon).
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L’inconvénient majeur de ces deux types de bases est connu sous le nom d’erreur de su-
perposition de la base (BSSE). Prenons le cas d’une molécule constituée de deux composants
A et B. Si l’on résout séparément le système de Kohn-Sham pourA, et pourB, on va utili-
ser des fonctions des ensemblesSA et SB. Pour l’ensemble composé des deux, les fonctions
utilisées pour représenter les orbitales ne correspondent pas à la réunion des deux ensembles
SAB 6= SA∪SB. Les fonctions centrées sur les atomes ont toutes ce désavantage : on ne peut pas
déterminer de famille systématique pour décrire un ensemble de noyaux donné, indépendam-
ment de son environnement chimique. Dit autrement, ces familles sont génératrices, mais non
libres.

II.2.2) Les ondes planes

La méthode n’utilisant que les ondes planes est antérieure aux années 30 ; on la retrouve
dans de nombreux codes :CPMD, Abinit, VASP, . . . La résolution des équations de Kohn et
Sham en base d’ondes planes est explicitée dans l’article de Payne et al. [121].
Les fonctions sont définies surΩ =]0,L[3 avec conditions aux bords périodiques. On les pro-

jette sur l’ensemble orthonormé complet d’ondes planes{wG(r) =
1

√
L

3 eiG.r}G∈Ω̂ , avec

Ω̂ =
(

2π
L

Z
)3

, sous la forme :

ψi(r) = ∑
G∈Ω̂

ψ̂i(G) wG(r) = ∑
G∈Ω̂

c(i)
G wG(r).

En supposant que l’on a le potentiel de Kohn et Sham dans la base d’ondes planesVKS =
∑

G∈Ω̂

vKS
G wG , on doit donc résoudre le problème aux valeurs propres suivant :

|G|2

2
c(i)

G +
1

√
L

3 ∑
G′∈Ω̂

vKS
G′ c(i)

G′−G = εi c(i)
G , ∀ G ∈ Ω̂. (II.8)

La taille de ce problème dépend donc du nombre de pointsG utilisés. Le potentielVKS est
composé de trois termes, dont deux dépendent de la densité. Au cours d’un algorithme auto-
cohérent, à l’itérationk, on suppose disposer en entrée de la densitéρ̃k :

ρ̃k(r) = ∑
G∈Ω̂

ρ̃k
GwG(r).

À l’issue de l’itérationk, on obtient une nouvelle densitéρk+1 à partir des orbitales calculées
par la détermination des éléments propres de (II.8) :

ρk+1(r) =
occ

∑
i=1

∑
G,G′∈Ω̂

c(i)
G c(i)

G′wG wG′ =
1

√
L

3 ∑
G,G′∈Ω̂

PG,G′wG−G′(r), PG,G′ =
occ

∑
i=1

c(i)
G c(i)

G′ ,

= ∑
G∈Ω̂

ρk+1
G wG(r).

47



II. THÉORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITÉ

Les ρk+1
G sont les inconnues. Pour les obtenir, il faut former l’hamiltonienH k dépendant de

ρ̃k, puis déterminer ses plus petites valeurs propres. L’opérateurH k a pour partie potentielle
vKS, que l’on décompose en la sommevKS

G = vG +vC
G +vxc

G .

• Le potentiel d’interaction entre noyaux et électronsV(r) =
K

∑
α=1

Vloc(r −Rα) est pro-

jeté sur la base deswG : V(r) = ∑G∈Ω̂ vGwG. Chaque coefficientvG =< V,wG >=Z
Ω

V(r) wG(r) dr se calcule par transformée de Fourier. Ce calcul se gère différemment,

suivant que l’on considère une molécule ou un cristal, à cause du comportement asymp-
totique deV. Le lecteur intéressé par le traitement de ces deux systèmes trouvera des
informations dans le livre de Marx et Hutter [114].

• Nous supposons pour l’instant que le terme coulombien est connu par l’expression sui-
vante :

VC(r) =
Z

Ω
V(r − r ′) ρ̃k(r ′) dr ′.

Dans le cas périodique, le noyau de la fonction de GreenV n’est pas forcément égal à
1

|r − r ′|
. Nous donnerons une autre forme deV dans la section suivante. PourG′ ∈ Ω̂, le

coefficient de Fourier deVC associé à l’onde planewG est égal à :

V̂C(G′) = ∑
G∈Ω̂

ρ̃k
G V̂(G′) δ(G′−G) = ρ̃k

G′ V̂(G′) δ0 = vC
G′ δ0.

Une transformée de Fourier discrète et un produit permettent de calculer les coefficients
vC

G′. C’est un des avantages de la méthode en ondes planes. Le calcul de l’énergie poten-
tielle provenant de ces deux termesV etVC se calcule de la manière suivante :Z

Ω
(V +VC)(r) ρ̃k(r)dr = ∑

G,G′∈Ω̂

(vG +vC
G) ρ̃k

G′

Z
Ω

wG(r) wG′(r)dr = ∑
G∈Ω̂

(vG +vC
G)ρ̃k

−G.

• Il reste maintenant à calculer le potentiel d’échange-corrélation dans cette base :

Vxc(r) = ∑
G∈Ω̂

vxc
G wG.

Si on exprimeVxc dans la base d’ondes planes{wG}G∈Ω̂, et en supposant que l’on ait une
expression deεxc dans cette base (on détermineVxc et l’énergie d’échange-corrélationExc

en fonction deεxc selon les formules de la partieII.1.1)), on calcule l’énergie d’échange-
corrélation selon :

Exc = ∑
G∈Ω̂

εxc
G ρk+1

G .

Cependant, la forme deεxc est telle que dans le domaine de Fourier, elle possède des com-
posantes non nulles de hautes fréquences : il convient alors de calculer cette énergie et
le potentiel correspondant dans le domaine réel. Il faut alors introduire une discrétisation
dans le domaine réel :

ΩN =
{

rk =
kL
N3 ,k ∈ [1,N]3

}
.
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Le nombre de points de la discrétisationN3 dans le domaine réel dépend du nombre
d’ondes planes utilisées pour exprimer les orbitales. On détaille le choix deN dans la
suite. On calcule alorsρ(rk), rk ∈ ΩN. On utilise une forme de la LDA (partieII.1.1))
pour calculerεxc(ρ) etVxc, et on effectue une transformée de Fourier discrète pour avoir
Vxc en base d’ondes planes.

Pour projeter les fonctions dans un espace de dimension finie, on doit tronquer les séries
surG. Le potentiel de Kohn et Sham est composé de deux termes coulombiens, en 1/|r|, pour
lesquels la transformée de Fourier se comporte en 1/|G|2 (Nous détaillons ce calcul dans un
cas similaire dans le prochain paragraphe). Pour ces potentiels à longue portée, la précision
dépend du module deG. Dans les codesab initio, on développe donc les orbitalesψi selon
une somme d’ondes planes dont les fréquencesG vérifient :

1
2
|G|2 6 Ecut, (II.9)

où Ecut est appelée l’énergie de coupure, oucutoff. Cette inégalité signifie que l’on prend

toutes les ondes planes dont l’énergie cinétique est inférieure àEcut. Il y en a
1

2π2L3 E3/2
cut ,

et elles sont situées à l’intérieur d’une sphèreScut centrée en 0, de rayonGmax= 2π
L kmax. La

discrétisation dans l’espace réel doit donc être égale à 2kmax+1 dans chaque direction. Pour la
densité, le cutoff est multiplié par 4, ce qui signifie que l’on prend 8 fois plus d’ondes planes,
et donc 8 fois plus de points dans l’espace réel : on construit alorsVxc sur N = (4kmax+ 1)3

pointsrk , ce qui nécessiteN3 4
π2L3 E3/2

cut opérations.
Si l’on veut être très précis au voisinage d’un atome, il faut élever le cutoffEcut afin de

caractériser correctement les phénomènes locaux : là est la limite de la méthode par ondes
planes, et cela implique que pour un nombre de fréquences raisonnable, la convergence est
lente.

Cette méthode offre une expression simple de la fonction inconnue, et Slater [134] propose
une méthode où on la résout là où le potentiel varie peu : entre toutes les sphères de centre les
noyaux. On peut utiliser des bases mixtes GTO/STO et ondes planes, en effectuant une décom-
position de domaines (sphères autour des noyaux, et l’espace restant, appelé interstitiel), ou en
faisant coexister des fonctions de nature différente. Par exemple, la méthode APW,Augmented
Plane Waves, a été implémentée dans le codeWIEN, pour résoudre des systèmes cristallins, où
la densité solution possède des symétries et périodicités. Pour ce genre de système, je renvoie
au livre de Ashcroft et Mermin [9].

II.3 Prise en compte des conditions aux limites

On se place pour résoudre le système de Kohn et Sham selon des conditions aux bords
périodiques. Nous justifions ce choix par le fait que nous voulons traiter autant des molécules
que des cristaux, et qu’une structure périodique s’implémente sans trop de difficultés en trois
dimensions.
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– Dans le cas du cristal parfait, on se place sur une maille élémentaire du réseau d’atomes.
La périodicité du potentiel selonΩ =]0,L[3 va faire apparaître dans les orbitalesψi des
composantes selon les fréquences propres du réseau, suivant le théorème de Bloch [9].
Nous ne traitons pas cette configuration dans la thèse.

– Dans le cas de molécules, nous centrons les atomes au milieu de la boîte, et nous assurons
qu’aux bords de l’ouvertΩ =]0,L[3, les différents potentiels sont nuls. Cette condition
est difficilement réalisable, compte-tenu du comportement asymptotique en 1/|r | des
potentiels extérieurV et de HartreeVC.

Nous proposons ici deux solutions pour traiter ces problèmes de potentiel à longue portée.
La première est aisément calculable si le système est résolu en ondes planes, mais plus com-
plexe à implémenter pour des bases comme les ondelettes3. Nous présentons alors dans le
deuxième paragraphe une manière de contourner ce problème que nous utiliserons dans notre
implémentation (chapitreV).

II.3.1) Méthode en ondes planes

Une première manière de traiter les potentiels à longue portée est de les couper : on rem-
place dansVKS toutes les expressions 1/|r − r ′| par une fonctionV définie par :

V(r − r ′) =
1

|r − r ′|
χrc(r − r ′),

où rc est le rayon de coupure. Le calcul de l’énergie totaleE dépendra donc de la taille deΩ,
et de ce rayon de coupurerc. On définit alors le potentiel extérieur créé parK noyaux par :

∀ r = (x,y,z), V(r) =
K

∑
α=1

V(r −Rα) =
Z

R3

K

∑
α=1

δ(r ′−Rα)V(r − r ′)dr ′.

On peut choisirχrc de plusieurs manières. On peut simplement prendre l’indicatrice sur la
boule de centre 0, et de rayonrc, ou bien une fenêtre plus lisse, de type Fermi-Dirac 1/(1+
eβ (|r |−rc)). Pour rester homogène, il convient alors d’écrire le potentiel de Hartree également
avecV :

∀ r = (x,y,z), VC(r) =
Z

R3
V(r − r ′)ρ(r ′)dr ′, ∀r ∈ R3 (II.10)

Il vaut mieux exprimer la convolution de l’équation (II.10) comme un produit dans l’espace
de Fourier. Prenons le cas oùχrc est l’indicatrice sur la boule de centre 0, et de rayonrc. La
transformée de Fourier̂V est à symétrie sphérique, carV s’exprime uniquement à l’aide du
rayon|r | : on pose alorsG = G~z, et en passant en coordonnées sphériques, il vient :

V̂(G) =
Z 2π

0
dφ

Z rc

0
r

Z π

0
sinθ e−i G r cosθ dθ dr

= 4π
Z rc

0

sinG r
G

dr =−4π
cosG rc−1

G2

=
8π
G2 sin2

(
G rc

2

)
= 2π r2

c sinc2
(

G rc

2

)
.

3Ces fonctions de base seront introduites dans le chapitreIII .
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Il suffit alors d’effectuer le produit dêV avecρ̂, puis de faire une transformation de Fourier
inverse pour déterminerVC. C’est cette méthode qui est utilisée dans des codes tels queAbinit.

En appliquantχrc au potentiel, on peut calculer la transformée de FourierV, qui est dans
L1(R). Si on garde la formeV(r) = 1

|r | , alors on prendV de moyenne nulle, et l’on résout4 :

−∆VC = 4πρ sur Ω (II.11)Z
Ω

VC = 0.

Nous allons voir dans la partie suivante ce que cela implique du point de vue de l’énergie.

II.3.2) Alternative pour une méthode à base d’ondelettes

Si l’on calcule le potentiel de Hartree sur une autre base que celle des ondes planes, il est
difficile d’exprimer simplement l’équation différentielle associée à la fonction de Green de la
forme (II.10). Nous revenons donc à la formeV(r) = 1

|r | , et déterminons le potentiel à l’aide
de l’équation de Poisson (II.11). Cela implique notamment que l’on détermineVC de moyenne
nulle : Z

Ω
VC(r) dr = 0,

alors que dans le système physique,VC n’est pas de moyenne nulle : il va donc y avoir un
décalage dans l’énergie totale. De manière homogène, on ne va pas considérer le potentiel
extérieurV(r) = ∑K

α=1Vloc(r −Rα), maisV ′ de telle sorte queV ′ soit de moyenne nulle :Z
Ω

V
′
(r) dr = 0.

On calcule l’énergie totale de la manière suivante [121] :

E [ρ] = Ec +
Z

Ω
V

′
(r) ρ(r) dr +

Z
Ω

VC(r) ρ(r) dr +Exc[ρ]+Ecore+Eewald,

Ecore = ρ0

K

∑
α=1

Z
Ω
(Vloc(r −Rα)+

Zα
|r −Rα|

) dr , Eewald=
1
2

ZZ
Ω2

Ie(r , r ′)
|r − r ′|

dr dr ′,

Ie(r , r ′) = ∑
β

∑
α 6=β

Zα Zβ δ(r −Rα) δ(r ′−Rβ)−ρ0

[
K

∑
α=1

Zα δ(r −Rα)−
K

∑
α=1

Zα δ(r ′−Rα)

]
+ρ2

0,

où ρ0 est le nombre de charge moyen dansΩ : ρ0 = 1
|Ω| ∑

K
α=1Zα. L’énergieEcore correspond

dans la figureII.1 à la différence d’aire entre le potentiel en 1/r , et le pseudo-potentiel, pour
tous les noyaux de la celluleΩ. La somme d’Ewald fait intervenir l’interaction entre différents
noyaux.

En conclusion de cette partie, nous avons vu quelles étaient les difficultés de la simula-
tion numérique des équations de Kohn et Sham : l’approximation du potentiel et de l’énergie

4On se place en unité CGS.
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d’échange-corrélation en fait un modèle approximatif de l’énergie totale.
Les deux types de fonctions doivent à la fois permettre une évaluation locale des phéno-

mènes précise, et l’étude de systèmes possédant beaucoup d’atomes, et de géométries diverses.
Les orbitales GTO et STO, centrées sur chaque noyau du système, permettent une bonne

description des orbitales. Cependant, la redondance de l’information dans ces bases rend dif-
ficile l’élaboration d’un programme efficace. Les ondes planes, quant à elles, possèdent d’ex-
cellentes propriétés numériques, et permettent de traiter dans le domaine de Fourier les singu-
larités des interactions électrostatiques, ainsi que les conditions aux bords de manière élégante
et simple. Leur désavantage majeur est leur délocalisation spatiale, qui ne permet pas de “zoo-
mer” sur une région où le potentiel varie fortement.

Dans ce contexte, l’utilisation de bases adaptées à la géométrie du système devient néces-
saire. Des techniques de décomposition de domaine ont été utilisées, en mixant les deux bases
précédentes, et le codage d’une telle méthode s’avère fastidieux, mais efficace. L’utilisation
d’une unique base, qui au fur et à mesure de l’algorithme se concentrerait sur les zones néces-
sitant beaucoup de précision, permettrait de traiter automatiquement tout type de géométrie.
C’est pourquoi depuis une dizaine d’années on commence à évoquer les ondelettes, comme
fonctions de base adaptées à ce genre de calculs.

Le prochain chapitre est dédié aux ondelettes : après avoir donné les principes de l’analyse
multirésolution biorthogonale, et les propriétés d’approximation des bases d’ondelettes, nous
présenterons les différentes bases que nous avons étudiées pour résoudre les équations de Kohn
et Sham.
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APPROXIMATION DANS DES BASES

D’ ONDELETTES ORTHOGONALES ET

BIORTHOGONALES

Les bases présentées dans le chapitre précédent possèdent des inconvénients qui doivent
être contournés pour la mise en œuvre de gros systèmes physiques. Actuellement, les codesab
initio permettent de déterminer l’état fondamental d’un système contenant quelques centaines
d’atomes. Pour traiter des problèmes plus complexes, notamment en chimie, il est nécessaire
de chercher une base s’adaptant systématiquement à la configuration atomique.

Les ondelettes sont bien localisées dans l’espace réel et de Fourier, et doivent permettre de
représenter la densité avec un petit nombre de coefficients. De plus, elles sont un outil permet-
tant d’exprimer simplement les différents opérateurs, et d’effectuer les différentes opérations
entre opérateurs et orbitales avec un coût linéaire par rapport au nombre de fonctions de base.
Les avantages des ondelettes pour calculer la structure électronique d’un système ont été mis
en avant dans différentes études. Ainsi, Fischer et Desfranceschi montrent les propriétés des
transformées en ondelettes continues [70], puis discrètes [71] pour résoudre les équations de
Hartree et Fock en une dimension. Cho, Arias et al. [40] montrent l’intérêt des bases adapta-
tives d’ondelettes, dans le cas d’un modèle simplifié où l’on calcule l’énergie de l’état 1spour
différents types d’atomes. Arias a par la suite développé l’expression du problème dans le
cadre d’une analyse multirésolution, en introduisant un certain type d’ondelettes interpolantes
[111, 6, 63]. Une attention particulière sur le coût linéaire d’un algorithme à base d’ondelettes
dans le cadre de la DFT a été portée par Goedecker et al. [77, 78].

Un problème important dans la DFT est le traitement du terme non linéaireVxc, qui né-
cessite de se placer sur une base interpolante : on discrétise la densitéρ et le potentielVxc

dans la base de collocation d’une analyse multirésolution biorthogonale. Après avoir donné
les principes d’une analyse multirésolution biorthogonale, et les critères d’approximation de
fonctions dans une base d’ondelettes, nous présentons les différentes fonctions de base utili-
sées. Nous construisons ensuite des ondelettes adaptées à notre problème, c’est-à-dire sur le
toreT = (R/Z)3.
La plupart des résultats énoncés ici est présentée de manière plus complète dans les livres
d’Albert Cohen [42], de Stéphane Mallat [113] et dans les thèses de Roland Masson [116] et
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Marco Verani [150].

III.1 Généralités sur les analyses multirésolutions biortho-
gonales monodimensionnelles

Les ondelettes ont été créées par Morlet et Grossman [83], comme une alternative à l’ana-
lyse de Fourier. Grâce à la notion d’Analyse MultiRésolution (AMR) introduite par S. Mallat
et Y. Meyer, la théorie des bases d’ondelettes a pu être développée, notamment leur construc-
tion, leurs propriétés, et algorithmes associés (Y. Meyer [117], S. Mallat [112] et I. Daubechies
[53]). Dans cette partie nous présentons le principe de l’analyse multirésolution, et les princi-
pales propriétés des ondelettes surR.

Définition III.1.1 Dans le cas dyadique, une analyse multirésolution (AMR) est une séquence
de sous-espaces fermés Vj ⊂ L2(R) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) ∀ j ∈ Z,Vj ⊂Vj+1.
(ii) L’union de ces espaces est dense dans L2(R), et leur intersection est réduite à la fonc-

tion nulle.
(iii) Les espaces sont reliés entre eux par une relation dyadique, donnant uneinvariance

par dilatation des espaces Vj :

f ∈Vj ⇔ f (2.) ∈Vj+1 ⇔ f (2− j .) ∈V0.

(iv) Il existe une fonctionφ∈V0 appeléefonction d’échelletelle queφ0 = {φ(.−k),k∈ Z}
forme une base de Riesz de V0 : l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments
deφ0 est un sous espace dense de V0, et pour une fonction f= ∑

k∈Z
ckφ(.−k) de V0, on a

l’équivalence entre les normes L2(R) sur f et l2 sur les{ck}k∈Z, c’est-à-dire qu’il existe
deux constantes a et b,0 < a,b < +∞, telles que :

a (∑
k∈Z

|ck|2)
1
2 6 || f ||L2 6 b (∑

k∈Z
|ck|2)

1
2 ,

que l’on note :

|| f ||L2 ∼ (∑
k∈Z

|ck|2)
1
2 . (III.1)

Cette dernière propriété exprime lastabilitédu développement d’une fonction de l’espace
V0 sur la baseφ0. La relation d’invariance par dilatation(iii ) et le fait queφ0 forme une base de
Riesz deV0 (iv) nous permettent d’en déduire que la familleφ j = {φ j,k = 2 j/2φ(2 j .−k),k∈Z}
est également une base de Riesz de l’espaceVj .

D’après(i), on peut exprimer la fonction d’échelleφ dans la baseφ1 deV1 :

φ(x) =
√

2 ∑
n∈Z

hn φ(2x−n), (III.2)

avec(hn)n∈Z ∈ l2(Z). Cette relation s’appellerelation à deux échelles, et les(hn)n∈Z forment
le filtre contenant toutes les propriétés sur les fonctions d’échelle de l’AMR.
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D’après la propriété(iv), toute fonctionf ∈ V0 est décomposée de manière unique selon
f = ∑

k∈Z
ck φ(.− k), avec{ck}k∈Z dansl2(Z) ; on peut associer àφ0 une base de Riesz̃φ0,

biorthogonale [45], telle que le coefficientck soit égal au produit scalaire avecφ̃(.−k) :

∀ k∈ Z, ck =< f , φ̃(.−k) > .

La condition de biorthogonalité est donnée par :

〈φ(.−k), φ̃(.− l)〉= δk,l , ∀k, l ∈ Z. (III.3)

La fonctionφ̃ vérifie également une relation à deux échelles analogue à (III.2) ; le filtre associé
est noté{h̃n}n∈Z . La fonction d’échelle biorthogonalẽφ n’est en général pas dansV0, et nous
supposerons qu’elle engendre une AMR biorthogonaleṼj ⊂ L2(R). En particulier,̃φ n’est pas
déterminée de manière unique pour la fonction d’échelle primaleφ. Ainsi dans le cas des on-
delettes interpolantes, nous verrons qu’un schéma de lifting permet de construire à partir d’un
Dirac δ comme fonction d’échelle duale des fonctions d’échelles duales bien plus régulières
(cf paragrapheIII.2.4)).
Une fonction de base de l’espaceṼj sera notéeφ̃ j,k = 2 j/2φ̃(2 j .−k). On définit alors l’opé-
rateur de projection biorthogonalePj deL2(R) dansVj par :

∀ f ∈ L2(R) , Pj f = ∑
k∈Z

〈 f , φ̃ j,k〉 φ j,k,

et de façon symétrique l’opérateur de projectionP̃j dansṼj . Nous supposons queφ et φ̃ sont
à support compact [53]. Le théorème suivant nous donne des conditions de normalisation
des deux fonctions d’échelles de la base biorthogonale pour un comportement correct de la
projection surVj lorsquej →+∞.

Théorème III.1.2 (Cohen [42]) Soient deux bases biorthogonalesφ0 et φ̃0, à support com-
pact, et associées à deux filtres h eth̃ tels que l’on ait pour chacune une relation à deux
échelles de type (III.2). Alors l’opérateur d’approximation dans L2(R), Pj f = ∑

k∈Z
〈 f , φ̃ j,k〉φ j,k,

vérifie
∀ f ∈ L2(R), lim

j→+∞
‖Pj f − f‖L2(R) = 0, (III.4)

si et seulement si
[
Z

R
φ̃(x)dx] ∑

k∈Z
φ(x−k) = 1, (III.5)

presque partout surR.

La relation (III.4) est automatique dans une AMR orthogonale, par densité des fonctions
constantes par morceaux dansL2(R). Par contre, dans le cas de deux AMR biorthogonales,
on peut démontrer que la projectionPj est bornée indépendamment dej. En utilisant la den-
sité desVj dansL2(R), on peut alors voir que (III.4) est vérifiée pour toutf ∈ L2(R) si et
seulement si c’est vérifié pour toutes les fonctions constantes sur un intervallef = χ[a,b]. La
démonstration de ce théorème se base alors sur l’étude de ces fonctions, et montre que (III.5)
est alors une condition nécessaire et suffisante pour avoir (III.4).
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On choisira désormaisφ et φ̃ de moyenne 1. Ce qui revient à dire d’après (III.5) que l’on
a une partition de l’unité :∑

k∈Z
φ(x−k) = 1. En raisonnant en terme de filtre, cela signifie que

∑
k∈Z

hk = ∑
k∈Z

h̃k =
√

2.

III.1.1) Construction des ondelettes

Nous présentons ici l’algorithme de décomposition en échelles ; pour toutj ∈ Z, nous vou-
lons en effet être capable d’exprimer une fonctionf j+1 ∈ Vj+1 connue par ses coefficients
d’échellec j+1,k :

f j+1 = ∑
k∈Z

c j+1,kφ j+1,k.

sous la forme d’une série de coefficients d’ondelettes représentant la contribution des diffé-
rentes échelles au signalf j+1.

CommeVj ⊂Vj+1, on peut compléter l’espaceVj par un espace notéWj (pas nécessairement
orthogonal àVj ), et égal àWj = (Pj+1−Pj)Vj+1, de telle sorte que :

Vj+1 = Vj ⊕Wj .

On veut compléter la base de Rieszφ j deVj par une baseψ j = {ψ j,k = 2 j/2 ψ(2 j .−k), k∈
Z} deWj , de manière à former une base de Riesz deVj+1. Si l’on définit deux nouveaux filtres
1 :

gi = (−1)i+1 h̃1−i et g̃i = (−1)i+1 h1−i , (III.6)

alors on peut montrer que les fonctionsψ et ψ̃ définies par [117], [112] :

ψ =
√

2 ∑
n∈Z

gn φ(2.−n) et ψ̃ =
√

2 ∑
n∈Z

g̃n φ̃(2.−n), (III.7)

engendrent par translation une base des espacesW0 etW̃0. Les fonctionsψ et ψ̃ sont appelées
ondelettes primale et duale. Nous allons à partir de ces relations pouvoir déduire quelques
propriétés sur les ondelettes :

Proposition III.1.3 (Cohen, Daubechies, Feauveau [45]) On dispose de deux AMR biortho-
gonales de L2(R) {Vj} et{Ṽj} et de deux famillesψ j ⊂Vj+1 etψ̃ j ⊂ Ṽj+1 vérifiant les relations
(III.6) et (III.7). Alors on peut démontrer les propriétés suivantes :

1. La relation de biorthogonalité (III.3) entre fonctions d’échelle se traduit sur les coeffi-
cients des filtres par :

∑
n∈Z

h2k+n h̃n = δ0,k. (III.8)

2. On en déduit une relation similaire sur les filtres d’ondelettes :

∑
n∈Z

g2k+n g̃n = δ0,k, (III.9)

et queψ et ψ̃ sont biorthogonales.

1Ce n’est pas le seul choix possible.

56



III.1. SUR LES ANALYSES MULTIRÉSOLUTIONS

3. Les fonctions des ensemblesψ0 (resp.ψ̃0) sont orthogonales à l’ensemblẽV0 (resp. V0).

1. En utilisant la relation à deux échelles (III.2) pourφ et φ̃ dans la relation de biorthogonalité
(III.3), on obtient l’égalité (III.8) :Z

R
φ(x) φ̃(x−k)dx = 2 ∑

l ,n

hl h̃n

Z
R

φ(2x− l) φ̃(2x−2k−n) dx,

δ0,k = ∑
l , n

hl h̃n δl , 2k+n = ∑
n

h2k+n h̃n.

2. En formant le produit scalaire deψ parψ̃(.−k), il vient :

< ψ, ψ̃(.−k) > =
Z

R
ψ(x) ψ̃(x−k)dx= 2 ∑

l ,n

gl g̃n

Z
R

φ(2x− l) φ̃(2x−2k−n)dx

= ∑
l ,n

gl g̃n δl ,2l+n = ∑
n

g2k+n g̃n,

en utilisant la relation de biorthogonalité (III.3). La relation entre les filtres (III.6) nous
permet alors de déduire que

< ψ, ψ̃(.−k) >= ∑
n

h̃1−(2k+n) h1−n = ∑
n

h̃n hn+2k = δ0,k.

Les fonctionsψ et ψ̃ sont donc biorthogonales, et on obtient la relation entre leurs filtres
(III.9).

3. Enfin, on effectue le produit scalaire suivant :

< ψ, φ̃(.−k) > =
Z

R
ψ(x)φ̃(x−k) dx= 2∑

l ,n

gl h̃n

Z
R

φ(2x− l) φ̃(2x−2k−n) dx

= ∑
l ,n

gl h̃nδl , n+2k = ∑
n

g2k+n h̃n = ∑
n

(−1)n+1h̃1−n−2k h̃n.

Or par changement de variablem= 1−n−2k, on trouve que

∑
n

(−1)n+1h̃1−n−2k h̃n =− ∑
m

(−1)mh̃1−m−2k h̃m =−< ψ, φ̃(.−k) > .

Ce produit scalaire est donc nul :ψ et φ̃ sont orthogonaux. On montre de la même manière
queψ̃ et φ sont orthogonaux.

�

Il est de plus montré dans [45] que∪ j∈Zψ j est une base de Riesz deL2(R), et pour tout
f ∈ L2(R) :

f = Pj0 f +
+∞

∑
j= j0

Q j f , (III.10)

oùQ j = Pj+1−Pj est la projection biorthogonale deL2(R) surWj .
Si l’on se place sur un espaceVJ :

VJ = Vj0⊕Wj0⊕·· ·⊕WJ−1,

où une fonctionfJ s’écrit :

fJ = ∑
k∈Z

c j0,k φ j0,k +
J−1

∑
j= j0

∑
k∈Z

d j,k ψ j,k, (III.11)
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alors il existe un algorithme récursif pour déterminer les coefficientsc j0,k etd j,k, j = j0, . . . ,J−
1 . À chaque étape, connaissantf j+1 = ∑k∈Z c j+1,k φ j+1,k, on réécrit f j+1 = ∑

k∈Z
c j,kφ j,k +

d j,kψ j,k avec :

c j,k =< f j+1|φ̃ j,k >= ∑
n∈Z

h̃n−2kc j+1,n, (III.12)

d j,k =< f j+1|ψ̃ j,k >= ∑
n∈Z

g̃n−2kc j+1,n. (III.13)

Réciproquement, connaissantf j+1 par (III.11), on retrouve les coefficientsc j+1,k par la
formule :

c j+1,k = ∑
n∈Z

hk−2nc j,n +gk−2nd j,n. (III.14)

On a donc un algorithme permettant par des convolutions discrètes de passer de la baseφJ de
VJ à une autre baseφ j0 ∪

J−1
j ′= j0

ψ j . Nous verrons dans la dernière section comment mettre en
œuvre un tel algorithme en dimension 3.

III.1.2) Régularité et ordre d’une AMR

Nous voulons caractériser l’erreur commise en projetant une fonction de l’espace de Sobo-
lev Hm(R) dans un espaceVj . Pour cela, on a besoin de critères de régularité sur les fonctions
de base. On peut établir un certain nombre de propriétés en se plaçant dans le domaine fré-
quentiel. Par convention, la transformée de Fourier d’une fonctionf ∈ L1(R) s’écrit :

f̂ (ω) =
Z

R
f (x)e−iωxdx.

En effectuant la transformée de Fourier deφ ∈ L1(R), vérifiant la relation à deux échelles
(III.2), on obtient :

φ̂(ω) = ĥ(
ω
2

) φ̂(
ω
2

), (III.15)

ĥ(ω) =
1√
2

∑
k

hke
−iωk, (III.16)

où ĥ est une fonction 2π−périodique appeléesymbole. Une condition nécessaire pour que la
fonction d’échelle appartienne àCm, est que l’on puisse factoriserĥ sous la forme [53] :

ĥ(ω) =
(

1+e−iω

2

)m

p(ω), (III.17)

où p est un polynôme trigonométrique 2π−périodique. Le facteur limitant la régularité deφ
estp. Daubechies [53] montre que si :

sup
ω
|p(ω)|6 2m−α−1,

alors φ appartient à l’espace de HölderCα. Si α > 1, alors on obtientφ ∈ Wα,r , ∀r > 2.
Certaines fonctions de baseφ sont construites à partir de la relation (III.17).

En plus de la régularité deφ, une autre propriété importante d’une AMR est sa qualité
d’approximation. Celle-ci se caractérise notamment par la reconstruction locale de polynômes
jusqu’à un certain degré. Pour cela,φ doit vérifier la condition de Strang-Fix [42] d’ordrem :
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Théorème III.1.4 Si φ ∈ L1(R) est à support compact, et telle que
Z

R
φ = 1, alors les condi-

tions suivantes sont équivalentes :
(i) φ vérifie la condition de Strang-Fix d’ordre m

φ̂(q)(2nπ) = 0, n∈ Z∗, 0 6 q 6 m−1. (III.18)

(ii) ∀q = 0, . . . ,m−1, xq = ∑
k∈Z

[kq + pq−1(k)] φ(x− k), avec pq−1 polynôme de degré q−1,

autrement dit on peut reproduire localement les polynômes de degré m−1 avec des fonctions
de V0.

La condition de Strang-Fix est nécessaire pour avoirφ dansHm :

Théorème III.1.5 Si φ est une fonction vérifiant la relation à deux échelles (III.2), la relation
de stabilité L2 (III.1), et est à support compact et dans Hm, m > 0, alors elle satisfait les
conditions de Strang-Fix d’ordre m. L’entier m sera appeléordre de l’AMR.

La condition de Strang-Fix n’est pas suffisante : en effet, si l’AMR est d’ordrem, alors la
régularité deφ est au plus égale àm, mais elle peut être strictement inférieure àm, comme
c’est le cas pour les fonctions que nous présentons par la suite : les bases orthogonales de
Daubechies, et les fonctions de Deslauriers et Dubuc. Supposons maintenant que la fonction
d’échelle vérifie les conditions du théorèmeIII.1.4. Si l’ordre estm, alorsφ0 permet de repro-
duire exactement les polynômes 1,x, . . . ,xm−1. CommeW̃0 est orthogonal àV0, cela équivaut
au fait que les intégrales suivantes sont nulles :Z

xkψ̃(x)dx= 0, ∀k∈ [0,m−1]. (III.19)

On appelle ces intégrales lesmomentsde la fonctionψ̃. On verra dans la partieIII.2.4) une
méthode permettant d’augmenter le nombre de moments nuls de l’ondelette primaleψ, per-
mettant ainsi d’augmenter l’ordre de l’AMR duale.
Une ondeletteψ a m moments nuls si elle ne voit pas les polynômes d’un degré inférieur à
m−1. Cela signifie que son produit scalaire avec une fonctionf sera grand si la fonction est
irrégulière, et petit sinon. La partie suivante détaille les différentes propriétés d’approximation
d’une AMR.

III.1.3) Caractérisation locale des coefficients d’ondelettes

Un intérêt majeur de l’analyse en ondelettes est sa propriété de compression. Nous avons
vu précédemment que l’ondelette dualeψ̃ j,k est localisée au voisinage du point 2− jk, et que
son support est proportionnel à 2− j . Par conséquent, le coefficient

d j,k =
Z

R
f (x)ψ̃ j,k(x)dx

sera petit si le signalf ne possède pas localement d’information dont la fréquence est au moins
supérieure à 2j autour du point 2− jk. Ainsi, nous pouvons estimer l’amplitude d’un coefficient
d’ondeletted j,k, en fonction de la régularité de la fonctionf , et de l’ordre des deux AMR
biorthogonales{Vj} et{Ṽj} :
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Théorème III.1.6 Considérons une AMR{Vj} telle que la fonction d’échelle soit à support
compact dans Cp(R), et une AMR duale associée telle queφ̃∈Cr(R) soit également à support
compact. On suppose de plus que l’ondelette dualeψ̃ possède p moments nuls. Soit une fonc-
tion f ∈Cs(R), avec s< r et s< p, que l’on décompose en ondelettes selon les coefficients
d j,k, avec j= j0, ...,+∞, et k∈ Z. Alors on peut majorer chaque coefficient d’ondelette :

|d j,k|6 C 2− j(1/2+s).

A contrario, aux endroits où la fonction est singulière, où elle présente d’importantes variations
à de petites échelles, alors les coefficients en ondelettes correspondants seront élevés. Si la
fonction présente des singularités locales, alors on peut estimer localement ses coefficients
d’ondelette :

|d j,k|6 C 2− j(1/2+α) (1+ |2 jx0−k|)α,

pour tout pointx0 tel que la fonctionf ∈Cα(x0), α < 1.

III.1.4) Propriétés d’approximation

On peut, en connaissant l’ordre d’une AMR, et la régularité d’une fonctionf de L2(R),
déterminer l’erreur de projection entref et Pj f . On suppose ici que l’on a deux fonctions
d’échelle biorthogonalesφ et φ̃ de L2(R), et que l’AMR engendrée parφ est d’ordrem. On
appelleψ et ψ̃ les ondelettes associées.

Approximation linéaire
On définit la semi-norme surHs d’une fonctionf deHs par :

| f |Hs =‖ f (s) ‖2 .

Le théorème suivant permet de caractériser l’erreurL2 commise entref et sa projectionPj f
surVj :

Théorème III.1.7 (Estimation directe) Si φ et φ̃ ∈ L2(R), et si l’ordre de l’AMR{Vj} est m,
alors on a l’estimation directe :

‖ f −PJ f‖2 ≤C2−Jm| f |Hm, ∀ f ∈ Hm. (III.20)

Une démonstration de ce théorème se trouve dans [42]. On n’utilise pas la relation de bior-
thogonalité entreφ et φ̃, mais seulement le fait queVj reproduit localement les polynômes
jusqu’à l’ordrem−1.
Dans le dernier chapitre, nous établirons à partir d’expérimentations numériques des estima-
tions d’erreur en fonction dem, sur certaines quantités de notre problème.
On peut également majorer la normeHs d’une fonction f deVj , selon l’estimation de type
Bernstein :

Théorème III.1.8 (Estimation inverse) Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème
III.1.7, et en supposant de plus queφ ∈ Hr , r 6 m, alors∀ f ∈Vj , on a l’inégalité suivante :

‖ f ‖Hs6 C2 js ‖ f ‖2, ∀s= 0, . . . , r, (III.21)

C étant une constante indépendante de la résolution j.
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Ces deux estimations vont se combiner pour donner une équivalence entre les normesHs de
f ∈ L2(R) et ses coefficients en ondelettes. La décomposition en ondelettes def ∈ L2(R)
s’écrit d’après (III.10) :

f = P0 f + ∑
j≥0

∑
k∈Z

d j,kψ j,k.

Théorème III.1.9 Sous les hypothèses du théorèmeIII.1.8, les estimations directe et indirecte
sont vérifiées, et on a l’équivalence de norme :

∀ 0 6 s6 r, ‖ f ‖2
Hs∼ ‖P0 f‖2

2 + ∑
j>0

∑
k∈Z

22 jsd2
j,k, ∀ f ∈ Hs. (III.22)

On a donc une caractérisation des fonctionsf deHs par les coefficients de la décomposition
en ondelettes def . En particulier, si on projette une fonctionf deL2(R) sur un espaceVJ, et
en définissant l’erreurεJ :

εJ =‖ f −PJ f ‖2,

alors sous réserve que l’ondelette dualeψ̃ soit dansCm et possèdemmoments nuls,m> s, les
conditions suivantes sont équivalentes [113] :
• f ∈ Hs(R),
• εJ = O(2−Js).
Nous nous ramenons à des estimations de ce type dans le dernier chapitre. Dans des formes

simplifiées de l’hamiltonien (l’oscillateur harmonique et l’hydrogène), nous connaissons la
forme analytique des solutions, et évaluons l’ordre (le comportement de l’erreur d’approxi-
mation en fonction de la résolution 2j ) de notre méthode . Dans un cas, on obtiendra des
estimations d’erreur dépendant de l’ordre de l’AMR, et dans l’autre cas, nous serons limités
par la régularité de la fonctionf .

Approximation non-linéaire
Sous une hypothèse de régularité assez forte (f ∈ Hs), on obtient une décroissance de l’erreur
d’approximation enO(2−Js). L’approximation non-linéaire nous permet d’avoir le même type
de décroissance, mais pour un espace plus grand de fonctions, appelé espace de BesovBs,τ

τ , et
dont une semi-norme est définie par :

| f |Bs,τ
τ

∼‖
+∞

∑
j= j0

2s j2( 1
2−

1
τ )r j ‖ d j ‖`τ‖`τ .

Supposons que l’on décide de garderN coefficients de la décomposition en ondelettes. On
définit un ensembleEN composé desN |d j,k| les plus importants, que l’on ordonne de manière
décroissante :

s[n] = d jn,kn,

|s[n]| > |s[n+1]|, n > 0.

On cherche alors un espace dans lequel on obtient une approximation d’ordreN−s. On définit
l’erreur σN à partir de la suite de coefficientsd = {d j,k} :

σN(d) = inf
w∈EN

‖ d−w ‖`2,
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III. APPROXIMATION DANS DES BASES D’ONDELETTES

et l’on cherched appartenant à l’ensembleAs :

As =

(
d ∈ `2 t.q. sup

N>0
(N+1)sσN(d) < ∞

)
.

On peut alors caractériser l’erreur de l’approximation :

Théorème III.1.10 (Mallat [113]) Soitτ < 2. Si f ∈ Bs,τ
τ , alors

|s[n]|6‖ d ‖`τ n−1/τ,

et σN(d) = o(N1−2/τ).

Alors pour 1
τ = s

r + 1
2, s> 0 et r la dimension de l’espace, Mallat [113] et Cohen et al. [44]

montrent que sid ∈ `τ, alorsσN(d) = o(N−2/τ). Une fonction deBs,τ
τ n’est pas uniformément

régulière. Par exemple, une fonction présentant un nombre fini de singularités locales, et de
régularitéCα ailleurs, appartient à l’espace de BesovBs,τ

τ , avec 1/τ < α + 1
2. Pour une telle

fonction, on peut obtenir une approximation du même type que dans le cas linéaire, c’est-à-
dire enO(N−s).

Dans le problème que nous avons à résoudre, les équations de Kohn et Sham, nous ne
connaissons pas théoriquement la régularité des orbitales solutions. Lors de nos tests numé-
riques, nous utilisons les propriétés de l’approximation non linéaire pour estimer, dans des cas
concrets, cette régularité.

III.2 Des ondelettes orthogonales aux ondelettes interpolan-
tes

Dans cette partie on introduit les différentes familles d’ondelettes surL2(R) utilisées dans
la résolution des équations de Kohn et Sham. Nous montrons en particulier le lien entre deux
familles particulières, celle de Daubechies et celle de Deslauriers et Dubuc, puis nous présen-
tons une amélioration des propriétés des ondelettes interpolantes par le schéma de lifting.
L’hypothèse de compacité du support des fonctions d’échelleφ et φ̃ nous permet de valider
un certain nombre de théorèmes ; de plus, elle est la clé pour une implémentation efficace des
algorithmes à base d’ondelettes. En effet,φ est à support compact si et seulement si le filtre
h est de longueur finie, notéed [53]. Comme cela a été introduit dans la partie notations, les
espaces des analyses multirésolutions orthogonales seront notésVt1

J , leurs fonctions de base
s’appelantφJ,k, ψJ,k. Dans le cas biorthogonal, les fonctions{θJ,k}k∈Z (resp. {θ̃J,k}k∈Z )
engendrent l’espaceVt2

J (resp.Ṽt2
J ).

III.2.1) Ondelettes de Daubechies et Coiflets

Nous allons présenter trois fonctions d’échellesφ engendrant chacune par translation une
base orthonormée à support compact d’un espaceV0 deL2(R). Les ondelettes sont générées
à partir de la relation entre les filtresg et h selon les formules (III.6), et de la relation à deux
échelles (III.7), et sont orthogonales àφ.
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FIG. III.1 – Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointillé) de Daubechies - ordres
2, 3, 4 et 5.
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– LES ONDELETTES DEDAUBECHIES [53] (figure III.1) : Elles ont été construites de telle
sorte qu’elles aient le support le plus petit pour un nombre de moments nulsm donné
(III.19). La fonction d’échelle est d’ordrem, et son support de tailled = 2m. Ces fonc-
tions de base sont irrégulières et très fortement non symétriques. Les fonctionsφ et ψ
ont la même régularité, et sont uniformémentα-hölderiennes (α proportionnel àm) pour
m grand. Pour des petits ordres, nous avons les exposants de Hölder suivants [53] : pour
m= 2, α = 0.55, pourm= 3, α = 1.08. À partir de l’ordre 3 les fonctions de Daubechies
sont donc continûment dérivables. Par la suite, nous ferons référence aux fonctions de
cette famille en les désignant par leurs supports : D6, D8, etc.

FIG. III.2 – Transformées de Fourier des fonctions d’échelle et ondelettes de Daubechies.
L’augmentation du support contribue à diminuer les lobes secondaires, et ainsi à mieux loca-
liser chaque fonction selon une fréquence bien déterminée. Les transformées de Fourier des
symmlets et des coiflets sont très similaires à celles ci.

FIG. III.3 – Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointillé) de symmlets. À gauche,
ordre 4, à droite, ordre 5.

– LES SYMMLETS(figureIII.3) : Daubechies a construit des ondelettes à support compact
les plus symétriques possibles ; en effet, il n’existe pas d’ondelettes à support compact
dans une AMR orthogonale qui soient symétriques, exceptées l’ondelette de Haar qui est
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antisymétrique.2 Les symmlets ont le même nombre de moments nuls que les ondelettes
de Daubechies pour un support donné : on a à nouveaud = 2m, et le nombre d’éléments
non nuls du filtre est 2m. Nous les nommerons D6s, D8s, etc, toujours en référence au
support des fonctions de base.

FIG. III.4 – Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointillé) de Coiflets d’ordres 2,4
et 6.

– LES COIFLETS(figure III.4) : Coifman suggéra à Daubechies de construire une famille
telle que la fonction d’échelle ait elle aussi des moments nuls : on a dès lors la relation
(III.19) vérifiée pourψ, et la fonction d’échelle vérifie :Z

φ(x)dx = 1,Z
xl φ(x)dx = 0, l = 1, . . . ,2m−1.

Par cette propriété, les fonctions d’échelle de Coifman sont utilisées pour le calcul des
coefficients d’une fonction deL2(R) dans une base de fonctions de d’échelle comme une
alternative aux formules de quadratures [141], [119]. L’ondelette possède 2m moments

2On perd la propriété d’orthogonalité en construisant des des ondelettes de Daubechies symétriques, dans le
plan complexe. Ainsi, Lina et Mayrand [109] ont créé une famille d’ondelettes de Daubechies complexes, telle
que la fonction d’échelle possède des parties réelle et imaginaire symétriques et paires, et l’ondelette devenant
par construction impaire.
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nuls, et le support de la base estd = 6m−1. Nous ferons référence à cette base selonm :
C1, C2...

III.2.2) Construction de familles d’ondelettes interpolantes

Un des points délicats dans l’expression de l’hamiltonien est le calcul du termeVxc, qui se
fait à partir des valeurs aux points de la densité. Face à ce problème d’interpolation, une solu-
tion envisageable est d’utiliser des fonctions d’échelle interpolantes de Deslauriers et Dubuc.

Les références sur les familles interpolantes sont diverses : Beylkin et Saïto [27, 130, 23]
étudient les convolutions de fonctions d’échelle orthogonales et leur application aux opérateurs
différentiels ; Bertoluzza et Naldi [20, 19, 22] les exploitent dans des schémas de collocation
pour résoudre différentes équations.

Après avoir défini le problème d’interpolation, et l’approximation recherchée, nous présen-
tons la construction d’une AMR interpolante à partir d’une AMR quelconque, puis un schéma
de lifting, introduit par Sweldens, qui permet d’obtenir une AMR duale dansL2(R).

Définition III.2.1 Une fonction d’échelleθ ∈ L2(R)
T

C0 est interpolante si elle vérifie :

θ(k) = δ0,k , ∀k∈ Z. (III.23)

Proposition III.2.2 Si θ est continue, à support compact et dans L1(R), alors on a l’équiva-
lence :

θ est interpolante⇔ ∑
n∈Z

θ̂(ω+2nπ) = 1, ∀ω ∈ R.

Nous allons voir ici deux manières de construire une fonction d’échelle interpolante, à par-
tir d’une AMR {Vj} deL2(R) engendrée parφ.

Construction 1
Supposons que l’on ait une séquence de réels{yk}k de l2(Z), et que l’on dispose d’une AMR
{Vj} deL2(R) telle que la fonction d’échelleφ vérifie, poura,b > 0

0 < a <

∣∣∣∣∣∑n∈Z
φ̂(ω+2nπ)

∣∣∣∣∣< b < +∞.

Alors il existe une et une seule fonctionθ vérifiant (III.23) qui soit dansV0. Cette fonction
s’écrit dans le domaine de Fourier :

θ̂(ω) =
φ̂(ω)

∑n∈Z φ̂(ω+2nπ)
.

Cette formulation du problème d’interpolation cardinale se trouve dans l’article de Bertoluzza
et Naldi [20]. Dans le domaine réel, l’égalité précédente s’écrit :

∀l ∈ Z, ∑
k∈Z

φ(k− l) θ(x−k) = φ(x− l), ∀x∈ R.

66



III.2. DES ONDELETTES ORTHOGONALES AUX ONDELETTES INTERPOLANTES

SoientC la matrice de collocation définie par :

∀l , k∈ Z, Cl ,k = φ(k− l),

et les deux vecteurs infinisΘ = {θ(x−k), k∈ Z} et Φ = {φ(x−k), k∈ Z}, alors on calcule
pour toutx∈ R le vecteurΘ selon la formule

Θ = C−1Φ. (III.24)

Les éléments deΘ forment une base de Riesz deV0. On trouve ainsi une fonctionF ∈V0 telle
queF(x) = ∑

k∈Z
ykθ(x−k) interpole les points{yk}k. De plus, siφ est à support compact, alors

un simple calcul sur les coefficients de Fourier de la fonction∑n∈Z φ̂(ω +2nπ) montre queθ
est à décroissance rapide.

Le théorème suivant caractérise l’approximation d’une fonction deHL dans une base inter-
polante [21] :

Théorème III.2.3 Soit une AMR{Vt2
j } d’ordre m engendrée par une fonction d’échelle inter-

polanteθ de régularité Cr , r 6 m. On introduit l’opérateur d’interpolation I]j : H1(R)→Vt2
j

par :
I ]

j ( f ) = ∑
k∈Z

f (2− jk)θ(2 jx−k).

Alors pour toute fonction f de HL(R), tel que1 6 L 6 m+1, on a :

∀ 0 6 s6 r, || f − I ]
j f ||Hs 6 C2− j(L−s)|| f ||HL .

On projette une fonction régulière dans un espaceVt2
j qui l’est moins ; l’ondelette associée ne

voit pas les polynômes de degré plus élevé que la régularité deθ, ce qui permet d’estimer la
norme Sobolev de l’erreur d’approximation def par I ]

j f : elle dépend logarithmiquement de
la différence entre la régularité def et celle de l’AMR.
Par la suite, la fonction interpolante à la résolutionj sera notéeθ]

j,k = θ(2 j .−k). Cette fonction

n’est plus normalisée à 1 dansL2(R).

Remarque III.2.4 Une fonction f∈ Vt2
j s’exprime directement à l’aide de ses valeurs aux

points, en définissantθ]
j,k = θ(2 j .−k) :

f = ∑
k

2− j/2 f (xk) θ j,k = ∑
k

f (xk) θ(2 j .−k) = ∑
k

f (xk) θ]
j,k.

C’est dans la baseθ]
j qu’est recherchée la solution d’une équation aux dérivées partielles

dans une méthode de collocation. Nous donnons un exemple de cette méthode dans le prochain
chapitre, pour résoudre l’équation de Poisson.

Construction 2
On peut construire une fonction d’échelle interpolanteà support compactà partir de deux fonc-
tions d’échelle biorthogonales deL2(R) à supports compacts en effectuant leur corrélation :
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Définition III.2.5 (Fonction de corrélation) Soient deux AMR biorthogonales de L2(R), en-
gendrées parφ et φ̃, et telles que les supports de ces deux fonctions soient compacts. La
corrélation de ces deux fonctions est définie par :

∀x∈ R, θ(x) =
Z

R
φ(y) φ̃(y−x)dy.

Par le théorème de Fubini,θ est dansL1, et elle vérifie la condition d’interpolation (III.23) :

∀k∈ Z, θ(k) =
Z

R
φ(y)φ̃(y−k)dy=< φ, φ̃k >= δ0,k.

Si les deux AMR sont d’ordresmetm̃, alorsθ permet également de reconstruire localement
des polynômes, dont le degré maximal sera donné parm+ m̃ :

Proposition III.2.6 Si φ et φ̃ sont dans L2(R), à support compact, et engendrent deux AMR
d’ordres m etm̃, alorsθ vérifie la condition de Strang-Fix d’ordre m+ m̃.

Les fonctionsφ et φ̃ sont d’ordrem, leurs symboleŝh et ˆ̃h s’écrivent sous la forme :

ĥ(ω) =
(

1+e−iω

2

)m

p(ω), ˆ̃h(ω) =
(

1+e−iω

2

)m̃

q(ω).

Or, θ̂ = φ̂ ˆ̃φ, donc le symbolêt s’écrit :

t̂(ω) =
(

1+e−iω

2

)m+m̃

eiωm̃p(ω) q(ω).

Mettre le symbolêt sous cette forme est équivalent au fait queθ vérifie la condition de Strang-
Fix d’ordrem+ m̃ (III.18) : on peut donc reconstruire localement des polynômes jusqu’à l’ordre
m+ m̃−1. �

De plus, siφ (resp.̃φ) est de régularitéCp (resp.Cp̃), alors leur corrélation est de régularité
Cp+p̃. Cette propriété permet de générer des fonctions d’échelle avec une régularité choisie
à partir d’une fonction d’échelle peu régulière que l’on convolen fois. Les fonctionssplines
sont construites selon ce principe, comme convolutions de la fonction indicatrice (voir exemple
III.2.7).

Exemple III.2.7 (Ondelettes biorthogonales splines)La B-splineφN est définie comme une
corrélation de N fonctions caractéristiques :

φ0 = χ[0,1],

φN = φ0∗φN−1 = (∗)N+1 χ[0,1].

On peut déduire une base de fonctions d’échelle orthogonale d’ordre N à partir de cette fonc-
tion, mais qui n’est plus à support compact pour N> 1. Cohen et al [45] ont alors construit
dans un formalisme biorthogonal des fonctions duales, vérifiant une relation à deux échelles,
et à support compact.
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Proposition III.2.8 Si l’on génèreθ comme autocorrélation deφ ∈ L2(R) à support compact
de longueur s, et d’ordre m, alorsθ est paire, à support compact, et d’ordre2m. Soit t le filtre
associé à la fonction d’échelleθ. Son support est de2s−1, et il s’écrit comme l’autocorréla-
tion du filtre h associé àφ :

tk =
1√
2
∑
l

hl hl−k.

La condition d’interpolation (III.23) donne de plusθ(k) =
√

2 ∑
l∈Z

tl θ(2k− l) =
√

2 t2k = δ0,k

.

La fonction interpolanteθ s’écrit :

∀ x∈ R, θ(x) =
Z

R
φ(y) φ(y−x) dy.

En effectuant le changement de variableY = y+x, on obtient queθ(−x) = θ(x) pour toutx réel :
la fonctionθ est paire. En terme de symboles, on peut écrireθ̂ en fonction du symbolêh associé
au filtreh deφ, dont les coefficients sont compris entre 1 ets :

θ̂(ω) = ĥ(ω) ĥ(ω) =
1
2

s

∑
l=1

hl ei ω l
s

∑
k=1

hk ei ω k =
1
2

s

∑
l ,k′=1

hl hl−k′ ei ωk′ =
1√
2

s

∑
k′=1

tk′ ei ωk′ .

On obtient alorstk comme la convolution discrète du filtrehk : tk = 1√
2

∑s
l=1hl hl−k. Les indicesk

tels quetk est non nul sont compris entre 1−sets−1, la taille de ce filtre est donc égale à 2s−1.
�

Nous allons voir dans le paragraphe suivant que l’on peut relier la fonction d’interpolation
issue de cette autocorrélation à un schéma d’interpolation : le schéma itératif d’interpolation
lagrangienne, initialement introduit par Dubuc [62], puis par Deslauriers et Dubuc [59].

III.2.3) Schéma d’interpolation de Deslauriers et Dubuc

On considère un maillageω j = {2− jk, k∈ Z}, sur lequel on connaît les valeurs aux points
c j,k = f (x j,k), x j,k = 2− jk d’une fonction f . Pour interpolerf sur le maillage plus finω j+1,
on utilise une formule similaire à une étape de recomposition en base de fonctions d’échelle
donnée par la formule (III.14). On n’utilise pas de coefficients en ondelettesd j,k dans le schéma
d’interpolation, mais uniquement les valeurs aux pointsc j,k. Les coefficients d’indice pair du
maillage finc j+1,2k seront exactement les valeurs aux points du maillage grossierc j,k, et l’on
effectue une moyenne pondérée desc j,k pour calculer lesc j+1,2k+1. On définit alors le filtret I

tel que :

c j+1,2k = ∑
n

t I
2k−2nc j,n = c j,k,

c j+1,2k+1 = ∑
n

t I
2k+1−2n c j,n.

Les poidst I
k vérifient la condition d’interpolationt I

2k = δ0,k , et l’on impose de plus que ce
schéma permette de construire exactement les polynômes jusqu’au degré 2m−1. On associe
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alors lest I
k à une fonction d’échelle interpolante d’ordre 2m, qui vérifie deux relations à deux

échelles :

θ(x) = ∑
k

θ(k/2) θ(2x−k) = ∑
k

t I
k θ(2x−k) =

√
2 ∑

k

tk θ(2x−k).

On obtient donc pour toutk, tk =
1√
2

t I
k . Les valeurs deθ aux points demi-entiers sont

déterminés en utilisant les polynômes de Lagrange :

t I
2k+1 = θ(k+1/2) =

 m+k

∏
l=−m+k+1

l 6=0

x− l
−l


x=k+1/2

, k =−m+1, . . . ,m−1.

Ces polynômes sont nuls aux points entiers, et chaque produit est centré sur un demi-entier,
et avec un nombre de facteurs égal à 2m− 1. On peut vérifier, par de simples changements
d’indices, que le filtre est symétrique, et on obtient la valeur des coefficients :

t I
2k+1 = t I

−2k−1 =
m−1

∏
l=−m
l 6=k

2l +1
2l −2k

, k = 0,m−1.

Par exemple dans le cas d’une interpolation d’ordre 4, nous avons le filtret I suivant :{
− 1

16
, 0 ,

9
16

, 1 ,
9
16

, 0 , − 1
16

}
.

Nous avons donc un schéma permettant de passer d’un maillageω j à ω j+1, en reconstituant

FIG. III.5 – à gauche : fonctions d’échelle interpolante - ordre 4,6,8,10 -. L’amplitude des
oscillations augmente avec l’ordre, ce qui correspond dans le domaine de Fourier à une
meilleure localisation (à droite).

de manière exacte les polynômes de degré 2m−1.
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La figureIII.5 montre des fonctions d’échelleθ de différents ordres, ainsi que leurs trans-
formées de Fourier. On observe en particulier que pour des ordres de plus en plus grands, un
plateau se forme autour de la fréquence nulle : cela est associé au fait que la fonction d’échelle
interpolante possède 2m−1 moments nuls, comme les coiflets.

Remarque III.2.9 La fonction d’échelleθ d’ordre 2m générée par ce schéma est l’autocor-
rélation d’une fonction d’échelle de Daubechies d’ordre m. On peut également établir la
correspondance entre d’autres schémas d’interpolation, et d’autres convolutions de fonctions
d’échelle à support compact [27, 130, 25, 53].

Remarque III.2.10 Pour un ordre donné m, Daubechies a créé une infinité de familles d’on-
delettes. Nous utilisons les deux familles ayant un support minimal (sectionIII.2) : celle de
Daubechies, et celle des Symmlets [53]. L’autocorrélation de deux fonctions d’échelle de Dau-
bechies d’ordre m est égale à l’autocorrélation de deux Symmlets d’ordre m, et le filtre associé
à θ, t, est rationnel, à la constante1√

2
près [23].

Construction des ondelettes associées
Il reste, à partir de la fonction interpolanteθ d’ordre 2m et du filtre associét, à construire
l’ondelette, ou une fonction d’échelle biorthogonale. La construction d’ondelettes peut se faire
dans le cadre d’une AMR semi-orthogonale (remarqueIII.2.12 ci-dessous), ou à partir d’une
fonction d’échelle duale particulière, comme la distribution de Dirac,δ.

En fait, la fonction de Diracδ engendre une AMR dégénérée, et la relation à deux échelles
δ(x) =

√
2 δ(2x) est définie au sens des distributions. Cette AMR est biorthogonale à l’AMR

interpolante, la relation de biorthogonalité entre fonctions (III.3) étant vérifiée au sens des
distributions. Pour l’instant, nous gardons le formalisme d’une AMR interpolante normalisée,
c’est-à-dire en considérantθ j,k et non pasθ]

j,k. La fonction d’échelle duale est alors définie par

θ̃ j,k =
√

2
jδ(2 j .−k).

Remarque III.2.11 Dans l’AMR non normalisée correspondante,θ̃]
j,k = 2 j θ̃(2 j .−k), et les

coefficients d’échelle s’écrivent< f | θ̃ j,k >= f (2− jk), ∀ k∈ Z. Nous donnons les deux nota-
tions, car dans le chapitreV et en annexeA sont présentés des opérateurs de changements de
base : nous considérons deux AMR de type t1 et t2, et voulons projeter une fonction f tantôt
l’espace des fonctions d’échelle de type t1, tantôt dans celui de t2. Afin de ne pas perdre en
généralité, les AMR t1 et t2 ont des fonctions de base normalisées en norme L2.

En utilisant la relation entre les filtres dans une AMR biorthogonale (III.6), on obtient les
filtresz0 et z̃0 associées aux ondelettes primale et duale :

z0
k =

1√
2

(−1)k+1 δ0,−(k−1) =
1√
2

(−1)k+1 δ1,k,

z̃0
k = (−1)k+1 t−(k−1) = (−1)k+1 tk−1.

En particulier, l’ondelette primaleζ0 a pour expression :

ζ0(x) =
√

2∑
k

z0
k θ(2x−k) = θ(2x−1).
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et d’après la propositionIII.2.6, commeθ est d’ordre 2m, alorsζ̃0 a 2mmoments nuls, et c’est
une somme de Dirac pondérée par les coefficients du filtret.
L’AMR duale n’est pas dansL2(R), et θ̃ ne vérifie aucun critèreCs, s> 0. De plus, l’onde-
lette primale ne possède pas de moments nuls ; le théorèmeIII.2.3 n’est donc pas applicable,
pas plus que toutes les estimations de la partieIII.1.4). Nous allons voir dans la partie sui-
vante comment garder les propriétés intéressantes de cette famille, et améliorer les propriétés
concernant̃θ et ζ0.

Remarque III.2.12 Si l’on construit l’ondeletteζ0 de la même manière que la fonction d’éch-
elle θ], c’est-à-dire comme la convolution des ondelettes de Daubechies associées, alors on
obtient une ondelette interpolante, et le couple(θ], ζ0) constitue un système semi-orthogonal
[1, 2, 4] : θ] etζ0 sont des fonctions orthogonales entre elles, mais elles n’engendrent pas des
bases orthogonales.

III.2.4) Lifting d’ondelettes

La fonction d’échelle duale associée à la fonction d’échelle de Deslauriers et Dubucθ est
un Dirac. Or, pour satisfaire les estimations directe et inverse des théorèmesIII.1.7 et III.1.8
et du théorèmeIII.2.3 d’approximation dans une base interpolante, nous avons besoin d’une
AMR duale dansL2(R), et d’un certain nombre de moments nuls pour l’ondelette primale.
Il est possible de satisfaire cette propriété, en appliquant le schéma de lifting, introduit par
Sweldens [139]. Cette technique a ensuite donné naissance à la construction de nouvelles
décompositions en ondelettes, connues sous le nom d’ondelettes de seconde génération [140].
Nous prenons la notation générale de deux AMR biorthogonales deL2(R), engendrées par les
fonctionsφ et φ̃0, d’ondelettesψ0 et ψ̃0. La condition de biorthogonalité s’exprimant sur les

filtresh et h̃0 (III.8) peut s’écrire également sur leurs symbolesĥ et ˆ̃h0 :

ĥ(ω) ˆ̃h0(ω)+ ĥ(ω+π) ˆ̃h0(ω+π) = 1.

D’autre part, les relations liant les filtresg0 et h̃0, et g̃ eth s’écrivent :

ĝ0(ω) = e−iω ˆ̃h0(ω+π), ˆ̃g(ω) = e−iω ĥ(ω+π),

les symboles ˆg0 et ˆ̃g étant définis selon ˆg0(ω) =
1√
2
∑
k

g0
ke−iωk et ˆ̃g(ω) =

1√
2
∑
k

g̃ke
−iωk .

Le théorème suivant permet en manipulantˆ̃h0 et ĝ0 de créer une nouvelle AMR deL2(R).

Théorème III.2.13 (Sweldens [139]) Soit deux AMR biorthogonales engendrées parφ et φ̃0,
et soitψ0, ψ̃0 le couple d’ondelettes associé. On peut construire un nouvel ensemble biortho-

gonal φ, φ̃, ψ, ψ̃ en modifiant les symbolesˆ̃h0, ĝ0 :

ˆ̃h(ω) = ˆ̃h0(ω)+ ˆ̃g(ω)s(2ω), ĝ(ω) = ĝ0(ω)− ĥ(ω)s(2ω),

où s est un polynôme trigonométrique2π-périodique. Cela revient à construire une nouvelle
ondelette primale en effectuant une combinaison linéaire de l’ancienne ondelette primale avec
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FIG. III.6 – Différents couples duaux liftés pour une fonction d’échelle primale d’ordre 6.
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des fonctions d’échelle :

ψ(x) = ψ0(x)−∑
k

sk φ(x−k), φ̃(x) =
√

2∑
k

h̃0
k φ̃(2x−k)+∑

k

s−k ψ̃(x−k),

ψ̃(x) =
√

2∑
k

g̃k φ̃(2x−k).

On utilise cette construction pour améliorer ou ajouter une propriété à l’ancienne AMR duale,
en jouant sur le polynômes.

Dans le cas de l’AMR interpolante d’ordre 2m, on veut augmenter le nombre de moments
nuls de l’ondelette primale, c’est-à-dire construire à partir deζ0 une ondeletteζ possédant
2M moments nuls. Pour cela, Sweldens donne une expression des en fonction du symbolêtM

associé à l’AMR interpolante d’ordreM 6 2m. En posant ˇs(ω) =
1
2

s(ω) , alorst̂M s’écrit :

t̂M(ω) = 1/2+eiω š(2ω).

On obtient alors la plus courte ondelette avec 2M moments nuls et symétrique autour de
1/2 [139]. De plus, un lemme dû à Cohen, Daubechies et Feauveau [45] permet de démontrer
que la fonction d’échelle duale liftée est dansL2(R). On peut également vérifier queθ̃ possède
2m−1 moments nuls (à partir du moment 1).

Si on veutM > 2m, Sweldens montre que les nouveaux coefficients du filtre d’ondelette
sont obtenus en résolvant un déterminant de Van der Monde.

La figureIII.6 est composée de trois graphes présentantθ̃ et ζ̃ pour trois différents ordres
M = 2,4,6 de lifting sur les fonctions duales de l’AMR interpolante d’ordre 6. Tandis que le
lifting à l’ordre 1 donne un couple de fonctions plutôt irrégulier, le lifting à l’ordre 2 puis 3
permet d’obtenir des fonctions très lisses. Le support de ces fonctions de base ne croît pas :
on a construit une famille associée à une fonction d’échelle interpolante, régulière, et pour
laquelle les algorithmes resteront rapides. L’action du lifting peut également se visualiser dans
le domaine de Fourier (figureIII.7) : le lissage dẽθ et ζ̃ correspond à une meilleure localisation
de leurs transformées de Fourier. Les lobes secondaires deviennent de plus en plus petits,
améliorant ainsi les qualités de filtres passe-bas pourθ̃, et passe-bande pourζ̃. Dans la figure
III.8, on observe en particulier l’applatissement de la transformée de Fourier de l’ondelette
autour de 0, dû à l’augmentation de ses moments nuls.

Exemple III.2.14 On part d’une famille interpolante d’ordre4. Pour augmenter le nombre de
moments nuls de l’ondelette, ici avoir le moment d’ordre0 nul, on entoure l’ondelette centrée
en1/2 par les fonctions d’échelles centrées en0 et en1, avec les coefficients impairs du filtre
interpolant d’ordre 1 :

ζ(x) = ζ0(x)− 1
4
(θ(x)+θ(x−1)).

On vérifie simplement que l’ondelette obtenue a un moment nul. On obtient alors le filtre de la
fonction d’échelle duale suivant :

1√
2

{
1
32

0 , −1
4

,
1
2

,
23
16

,
1
2

, −1
4

, 0 ,
1
32

}
.
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Nous allons utiliser ce type de fonctions de base lors de la résolution de l’équation de
Poisson. En effet, nous verrons que dans une méthode de collocation, le problème n’est pas
bien préconditionné. En utilisant une AMR liftée, on garde la propriété d’interpolation de la
fonction d’échelle primale, et les moments nuls deζ permettront d’obtenir une matrice de
rigidité beaucoup plus creuse.

FIG. III.7 – Transformées de Fourier - à gauche, pour les fonctions d’échelles duales, à droite
pour les ondelettes duales - pour les différents ordres de lifting. En trait continu, ordre 2, puis
4, puis 6.

FIG. III.8 – Ondelettes primales liftées pour une fonction d’échelle d’ordre 6 et leurs trans-
formées de Fourier

III.2.5) Résumé sur les ondelettes utilisées

Nous récapitulons dans cette partie les éléments importants introduits dans le début de ce
chapitre. Nous considérons deux classes de familles d’ondelettes, indexées part1 et t2 :
• Soit {Vt1

J } une AMR orthogonale deL2(R). La projection d’une fonctionf ∈ L2(R) sur
VJ s’écrit avec la baseφJ = {φJ,k}k∈Z des fonctions d’échelle à l’échelleJ, ou bien à
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l’aide des bases d’ondelettesψ j = {ψ j,k}k∈Z, avec j = j0, . . . ,J−1 :

Pt1
J f = ∑

k∈Z
< f , φJ,k > φJ,k,

= ∑
k∈Z

< f , φ j0,k > φ j0,k +
J−1

∑
j= j0

∑
k∈Z

< f , ψ j,k > ψ j,k.

• La notationt2 est réservée au cas biorthogonal. Le projecteurPt2
J associe àf ∈ L2(R) une

fonction deVt2
J s’écrivant :

Pt2
J f = ∑

k∈Z
< f , θ̃J,k > θJ,k,

= ∑
k∈Z

< f , θ̃ j0,k > θ j0,k +
J−1

∑
j= j0

∑
k∈Z

< f , ζ̃ j,k > ζ j,k.

Nous avons d’abord introduit une famille d’ondelettes interpolantes, pour laquelle la fa-
mille duale n’est pas dansL2(R). Pour cette famille, on a exactement< f , θ̃J,k >=
2−J/2 f (xJ,k), propriété que l’on ne pouvait qu’approcher dans le cas orthogonal, avec
une famille de Coiflets. La fonction d’échelle interpolanteθ peut être construite comme
autocorrélation de fonctions d’échelle de Daubechies, ou bien par un schéma d’interpo-
lation de Deslauriers-Dubuc.
Pour augmenter la régularité de la famille duale, une solution est d’utiliser un schéma de
lifting, permettant de construire à partir d’une AMR(θ,ζ0, θ̃0, ζ̃0) une AMR deL2(R)
de telle sorte que l’ondelette primaleζ possède des moments nuls. Dans ce cas, on peut
également définir le projecteur dans la base dualeP̃t2

J f d’une fonction deL2(R).

L’AMR de L2(R) sur laquelle on projette la fonction deL2(R) (i.e. la baseθ j pourPt2
J f ) est

d’ordrem si la baseθ j permet de reconstruire localement les polynômes jusqu’à l’ordrem. Si
les deux fonctions dualesθ et θ̃ sont dansL2(R), alors cette propriété induit une équivalence
entre normeHs d’une fonction f , et ses coefficients en ondelettesd j,k =< f , ζ̃ j,k > , pour
j = j0, . . . ,J−1, etk ∈ Z. L’erreur d’approximation d’une fonctionf ∈ Hs par sa projection
dans un espace de résolutionJ est majorée par 2−Js. En ne gardant que lesN coefficients
en ondelettes préponderants, on obtient une erreur enN−s : plus la fonction est régulière, et
meilleure est son approximation non-linéaire dans une base d’ondelettes.
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III.3 Ondelettes périodisées en trois dimensions

Nous nous sommes pour l’instant placés surR pour présenter les propriétés générales des
AMR. Toutes ces propriétés seront conservées pour les AMR que nous allons introduire ici.

Le but de cette thèse est de déterminer les orbitales et la densité électronique associées à
l’état fondamental d’un système d’atomes. Ces fonctions étant localisées autour des noyaux, on
considère que l’on peut résoudre les équations sur un domaine borné, avec des conditions aux
bords périodiques. Nous avons donc choisi de projeter les fonctions dans une AMR périodique
deL2(T), avecT le tore(R/Z)3. Nous présentons donc ici d’abord les ondelettes périodisées
sur le toreT = R/Z, puis par produit tensoriel nous nous placerons surT.

III.3.1) Analyse en ondelettes sur un intervalle borné

Pratiquement, les fonctions étudiées sont soit périodiques, soit définies sur un intervalle
borné. Dans les deux cas, on se ramène à un intervalle que nous prendrons d’abord égal à
[0,1].
On dispose d’une analyse multirésolution biorthogonaleφ, φ̃, ψ, ψ̃ deL2(R), d’ordrem et
dont les fonctions de base sont à support compact.

Si l’on impose des conditions aux limites homogènes au système, il est possible de construi-
re une AMR surL2([0,1]) avec des fonctions de base adaptées sur les bords, en préservant
les propriétés de reconstruction polynomiale, la biorthogonalité, et ces conditions aux limites
[46, 115].

Cependant, pour notre problème le cas périodique est adapté, et l’on considère des fonctions
1-périodiques, c’est-à-dire deL2(T ), où T = R/Z est le tore unidimensionnel. On définit le
produit scalaire :

<< u,v >>1=
Z 1

0
u(x) v(x) dx.

Soit ǔ la périodisation sur[0,1] d’une fonctionu deL2(R) définie par :

ǔ = ∑
l∈Z

u(.+ l), (III.25)

alors les fonctionšφ j,k et ˇ̃φ j,k pourk = 0, . . . ,2 j −1 engendrent deux AMR périodiques,{V̌j}
et { ˇ̃V j} de L2(T ). Elles ne sont plus invariantes par dilatation. La fonction génératrice de
V̌0 est une constante, et lorsquej augmente, les fonctions sont de plus en plus oscillantes : à
partir de j assez grand (tel que le support deφ̌ j,k soit inclus dans[0,1]), on retrouve la forme

exacte des fonctions d’échelle surR. Si l’on définit les espaces d’ondelettesW̌j et ˇ̃W j par
périodisation sur[0,1] des espaces d’ondelettes surR, alors on peut vérifier que les propriétés
de biorthogonalité entre les fonctions de base sont préservées :

Proposition III.3.1 Soient deux AMR biorthogonales de L2(R) engendrées parφ et φ̃ à sup-
port compact, et les ondelettes associéesψ et ψ̃. On définit la congruence modulo2 j par :

[k] j = k mod 2j , ∀ k∈ Z.
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Alors les fonctionšφ j,k, ψ̌ j,k,
ˇ̃φ j,k,

ˇ̃ψ j,k définies par (III.25) vérifient les conditions de biortho-
gonalité :

∀k,k′ = 0, . . . ,2 j −1, << φ̌ j,k,
ˇ̃φ j,k′ >>1 = δk′,k,

<< φ̌ j,k,
ˇ̃ψ j ′,k′ >>1 = 0, ∀ j ′ > j,

<< ψ̌ j,k,
ˇ̃φ j ′,k′ >>1 = 0, ∀ j > j ′,

<< ψ̌ j,k,
ˇ̃ψ j ′k′ >>1 = δ j, j ′ δk′,k.

L’espaceV̌0 est engendré par la fonction d’échelle constante valant1 (φ̌0,k(x) = 1, ∀k ∈
Z, ∀x∈ [0,1]), et pour tout j∈ Z, on a :

dimV̌j = dim ˇ̃V j = dimW̌j = dim ˇ̃W j = 2 j .

La première et la dernière relation de biorthogonalité se démontrent de la même manière ; explici-
tons les calculs pour la première, sachant que les espacesVj etṼj sont orthogonaux :

<< φ̌ j,k,
ˇ̃φ j,k′ >>1=

Z 1

0
∑

l ,n ∈Z
φ j,k(x+ l) φ̃ j,k′(x+n)dx

La fonction d’échelleφ étant à support compact, les séries convergent uniformément, et l’on peut
donc intervertir séries et intégrales. Avec le changementX = x+ l , puisN = n− l on obtient :

<< φ̌ j,k,
ˇ̃φ j,k′ >>1 = ∑

l ,n ∈Z

Z l+1

l
φ j,k(x) φ̃ j,k′(x+n− l)dx= ∑

l ,N ∈Z

Z l+1

l
φ j,k(X) φ̃ j,k′(X +N)dX

= ∑
N ∈Z

Z
R

φ j,k(X) φ̃ j,k′(X +N)dX = ∑
N ∈Z

δk,k′−2 j N

= 1 si ∃ N ∈ Z,k′ = k+2 jN (i.e. k′ = k mod 2j)
= 0 sinon.

On démontre les deuxième et troisième relations en utilisant les relations d’orthogonalité entre les
espacesVj etW̃j ′ , etWj etṼj ′ :

<< φ̌ j,k, ˇ̃ψ j ′,k′ >>1 = ∑
l ,n ∈Z

Z 1

0
φ j,k(x+ l) ψ̃ j ′,k′(x+n)dx= ∑

l ,n ∈Z

Z l+1

l
φ j,k(x) ψ̃ j ′,k′(x+n− l)dx

= ∑
N ∈Z

Z
R

φ j,k(X) ψ̃ j ′,k′(X +N)dX = ∑
N∈Z

Z
R

φ j,k(X) ψ̃ j ′,k′−2 j N(X)dX.

Les espacesVj etW̃j ′ étant orthogonaux pourj ′ > j, les intégrales
R

R φ j,k(X) ψ̃ j ′,k′−2 j N(X) dX sont
nulles quels que soientk,k′ et n, pourvu quej 6 j ′. Le produit scalaire d’une fonction d’échelle
par une ondelette dualeà une résolution plus fineest donc nul, et il en est de même pour le produit
scalaire d’une ondelette fine par une fonction d’échelle duale plus grossière.

�

Soit ω j = [0,1, . . . ,2 j − 1]. On décompose une fonctionf ∈ V̌j en une somme de deux
fonctions deV̌j−1 etW̌j−1 :

f = ∑
k∈ω j

c j,k φ̌ j,k = ∑
k∈ω j−1

c j−1,k φ̌ j−1,k +d j−1,k ψ̌ j−1,k.
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Si l’on définit les filtresH j , H̃ j , G j et G̃ j de période 2j en fonction des filtresh, h̃, g, g̃ :

H j(k) = ∑
m∈Z

hk+2 jm, H̃ j(k) = ∑
m∈Z

h̃k+2 jm,

G j(k) = ∑
m∈Z

gk+2 jm, G̃ j(k) = ∑
m∈Z

g̃k+2 jm.

alors les étapes de décomposition et recomposition def s’écrivent :

∀k∈ ω j−1, c j−1,k = ∑
n∈ω j

H̃ j(n−2k) c j,n, (III.26)

d j−1,k = ∑
n∈ω j

G̃ j(n−2k) c j,n, (III.27)

∀k∈ ω j , c j,k = ∑
n∈ω j−1

H j−1(k−2n) c j−1,n +G j−1(k−2n) d j−1,n. (III.28)

Les convolutions (III.26), (III.27) et (III.28) se font avec des filtres de taille fixée. On peut
considérer ces convolutions de deux manières : ou bien ce sont les filtres que l’on périodise
pour ensuite les appliquer aux vecteurs, ou bien ce sont les coefficientsc j,k qui sont périodiques
de périodeω j . Une étape de l’analyse par ondelettes périodisées se schématise de la manière
suivante :

Õ j c j =

aa

aaaaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

H̃ j

G̃ j d j−1

c j−1

=c j

On appelleÕ j la matrice de décomposition. Dans le cas où l’on décompose la fonction dans
une base d’ondelettes duales, elle se nommeraO j .

E j

c j−1

d j−1

=
L
L
L
L
LL

L
L
L
L
LL

L
L
L
L
LL

L
L
L
L
LL

c j−1

d j−1

c j=H j−1 G j−1

Cette matrice de convolution sera appelée par la suiteE j . Pour la synthèse en base duale,
cette matrice sera notéẽE j . Nous pouvons donc exprimer les relations de biorthogonalité de
la base données dans la propriétéIII.3.1 sous forme matricielle,I j étant la matrice identité de
M2 j ,2 j (R) :

E j Õ j = I j , Ẽ j O j = I j ,

Dès lors, les coefficientsDJ de la décomposition en ondelettes jusqu’au niveauj0 de f ∈ V̌J

s’expriment à partir des ses coefficientsCJ dans l’espacěVJ :

DJ = F̌J CJ, F̌J = [Õ j0+1]J . . . [ÕJ−1]J ÕJ.
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La notation[A j ]J signifie que la matriceA j de taille 2j ×2 j , j < J est le premier bloc diagonal
d’une matrice deM2J,2J(R), complétée par des 0 :

[A j ]J =

 A j (0)

(0) (0)

 .

La recomposition se formule alors :

CJ = F̌−1
J DJ, F̌−1

J = EJ [EJ−1]J . . . [E j0+1]J.

Les décomposition/recomposition en ondelettes se ramènent donc à des convolutions pério-
diques, ce qui permet une implémentation efficace, comme nous le verrons en fin de ce chapitre
et en annexe, lors de l’extension aux AMR tridimensionnelles.

III.3.2) Ondelettes multidimensionnelles

On étend la notion d’AMR deL2(T ), présentée dans la sectionIII.3.1) à celle deL2(T),
avecT = T 3. Il y a plusieurs manières de définir des ondelettes tridimensionnelles ; nous
avons choisi d’utiliser un produit tensorielisotrope, c’est-à-dire avec la même résolution dans
les trois directions. Ce choix se justifie par la facilité d’implémentation de l’algorithme, en
particulier si celui-ci devient adaptatif. On peut également utiliser de telles structures dans
l’élaboration de méthodes ditesnon standard, encore appeléesBCRen référence aux inven-
teurs de cette technique, Beylkin, Coifman et Rokhlin [25, 24].

Définition III.3.2 Soient {Vj} et {Ṽj} deux AMR biorthogonales de L2(T ), de bases

{φ̌ j,k}k∈ω j et{ ˇ̃φ j,k}k∈ω j . On définit le couple d’AMR biorthogonalesV j et Ṽ j de L2(T) par :

V j = Vj ⊗Vj ⊗Vj ,

Ṽ j = Ṽj ⊗Ṽj ⊗Ṽj .

Soit ε = (ε1,ε2,ε3), avecεi ∈ {0,1} et ε 6= (0). En posant W(0)
j = Vj , W(1)

j = Wj , ψ(0)
j,k = φ̌ j,k

et ψ(1)
j,k = ψ̌ j,k on introduit les espaces isotropiques d’ondelettes :

Wε
j = ⊗3

m=1W
(εm)
j ,

W j = ⊕ε={0,1}3\{(0,0,0)}Wε
j ,

et on a :
V j+1 = V j ⊕W j .

SoitΩ j = ω3
j = [0, . . . ,2 j−1]3. La fonction d’échelle deVJ centrée surk = (k1,k2,k3)∈Ω j

s’écrit alors en un pointr = (x,y,z) ∈ T :

Φ j,k(r) = φ̌ j,k1(x) φ̌ j,k2(y) φ̌ j,k3(z). (III.29)

On obtient alors 7 ondelettes génératrices desWε
j , notéesΨε

j,k(r), ε ∈ {0,1}3\{(0,0,0)} :

Ψ(ε)
j,k(r) = ψ(ε1)

j,k1
(x) ψ(ε2)

j,k2
(y) ψ(ε3)

j,k3
(z).
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FIG. III.9 – Coupe pour z= .5 de l’ondelette de Daubechies d’ordre 4Ψ(1,1,1)
5,0 , et de la trans-

formée de Fourier discrète en trois dimensions, pour z= 0.

Dans la figureIII.9, on a donné les coupes d’une ondelette et de sa transformée de Fourier
en trois dimensions, réalisée sous Mathematica. La nature isotropique de l’ondelette apparaît
dans la transformée de Fourier, les lobes étant situés sur un quadrillage.
En reprenant les formules de décomposition / recomposition en ondelettes périodiques 1D
((III.26), (III.27) et (III.28)), les étapes de décomposition d’une fonction deVJ s’écrivent,
pour toutk ∈ Ω j−1, et pour toutε ∈ {0,1}3\{(0)} :

c j−1,k = ∑
n∈Ω j

H̃ j(n1−2k1) H̃ j(n2−2k2) H̃ j(n3−2k3) c j,n (III.30)

dε
j−1,k = ∑

n∈Ω j

G̃ε1
j (n1−2k1) G̃ε2

j (n2−2k2)G̃
ε3
j (n3−2k3) c j,n. (III.31)

On reconstruit la fonction deV j en calculant les coefficients d’échellec j,k , pour toutk ∈ Ω j :

c j,k = ∑
n∈Ω j−1

H j−1(k1−2n1) H j−1(k2−2n2) H j−1(k3−2n3) c j−1,n +

∑
ε∈{0,1}3\{(0)}

Gε1
j−1(k1−2n1) Gε2

j−1(k2−2n2) Gε3
j−1(k3−2n3) dε

j−1,n (III.32)

Le fait d’utiliser un produit tensoriel isotropique induit moins de difficulté lors de l’implémen-
tation de la transformée en ondelettes. Le stockage des coefficients se fait dans une structure
schématisée figureIII.10. Les opérations sur les éléments, que ce soit dans une étape de dé-
composition ou recomposition en ondelettes, s’appliquent sur des cubes. Nous détaillons en
annexeC une implémentation de la transformée en ondelettes en 3 dimensions, en fortran.
On y expose en particulier la gestion des structures afin d’optimiser la vitesse d’exécution en
fonction du nombre de points, et de la longueur d’un filtre. Le tableauTAB[III.1] donne les
temps moyens d’exécution d’une analyse puis d’une synthèse en ondelettes, pour différentes
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FIG. III.10 – Structure de donnée en trois dimensions, présentant les coefficients en ondelettes
calculés selon trois résolutions différentes j− 1, j − 2 et j− 3. Le plus petit cube en coin
correspond aux coefficients d’échelle du niveau j−3.

résolutions. La familleI4 désigne la famille d’ondelettes interpolantes d’ordre 4. On observe
une dépendance linéaire par rapport au support des filtres, le filtreh̃ étant le plus long pour la
famille I4 liftée à l’ordre 4. La plupart des calculs pour résoudre l’équation de Poisson et le
système de Kohn et Sham sont réalisés dans des espacesV j de dimension 323, 643 voire 1283.
Au-delà, le code est trop lourd pour les machines dont nous disposons. Pour ces résolutions,
on a donc une transformée en ondelette relativement rapide.

2 j I4 I4L2 I4L4 I8

32 2.9 10−3 4.2 10−3 6. 10−3 3.7 10−3

64 7.48 10−2 8.82 10−2 .109 8.81 10−2

128 .728 .8791 1.0998 .8747

256 6.48 7.71 9.6 7.82

TAB . III.1 – Temps (en seconde) d’une analyse puis d’une synthèse en ondelettes, pour diffé-
rentes résolutions, en 3 dimensions, sur un Pentium III 1.39 GHz.

Pour illustrer les propriétés de la transformée en ondelettes (figureIII.11), nous avons résolu
les équations de Kohn-Sham dans le cas du dihydrogèneH2, dans l’espaceV7 de Daubechies
d’ordre 4. Nous avons alors obtenu la densité électroniqueρ de l’état fondamental deH2, et
avons effectué une étape de la décomposition en ondelettes. Ici sont affichés tous les coef-
ficients de la décompositions égaux à 4.810−2, que nous appelons une isosurface. Tous les
coefficients supérieurs se situent à l’intérieur des volumes rouges. Déjà, on observe que la
structure est très creuse.

Le gros cube est divisé en huit sous-cubes, qui contiennent chacun une isosurface. Le repère
en bas à droite de l’image permet de situer les différents espacesWε

6.

Le cube à l’origine du repère contient les coefficients d’échelle de l’espaceW0,0,0
6 . On

observe les deux sphères caractéristiques de la densité électronique d’une molécule à deux
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FIG. III.11 – Une étape de transformée en ondelettes appliquée à la densité électronique
d’une molécule de dihydrogène. Isosurface des coefficients égaux à4.810−2 a.u.. L’octant
contenant l’origine du repère correspond à la base de fonctions d’échelleΦ6. Les sept autres
octants correspondent aux coefficients en ondelettes. La profondeur dans le cube est donnée
par un voile de plus en plus opaque.
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atomes : les électrons sont répartis uniformément autour de ces atomes, en préservant les sy-
métries du système.

Les cubes contigüs àW0,0,0
6 longeant les axesx, y et z correspondent aux espacesWε

6
produits tensoriels de deux espaces de fonctions d’échelle 1D, et d’un espace d’ondelettes
(ε = (1,0,0) ou (0,1,0) ou (0,0,1)). Si l’on regarde le cube de la directionx : on aperçoit que
dans le plany,z, l’isosurface préserve la symétrie du système. Par contre, dans la directionx,
on observe trois oscillations : elles correspondent à l’analyse en ondelette dans cette direction,
i.e. l’analyse des variations selon la directionx.

Les cubes contigüs à deux des cubes précédents correspondent aux espaces de typeε =
(1,1,0),(0,1,1) ou (1,0,1), c’est-à-dire des espaces produits tensoriels d’un espace de fonc-
tion d’échelle et de deux espaces d’ondelettes. Les détails ne se font plus selon une direction,
mais selon deux. Par exemple prenons l’isosurface du planx,y, c’est seulement selon la direc-
tion zque l’on garde la symétrique sphérique, les oscillations apparaissent selon les directions
x ety.

Le dernier sous-cube correspond aux coefficients d’ondelettes de l’espaceW1,1,1
6 , composé

d’ondelettes dans les trois directions. Dans cet espace, les isosurfaces sont très petites : la
densitéρ que nous avons affichée ici est très régulière. Supposons qu’elle soitCs, alors les
coefficients en ondelette se comportant enO(2− j(s+3/2)), plussest grand, plus les coefficients
purement en ondelettes, i.e. deW1,1,1

6 , sont petits, ce qui explique que dans cette partie du cube
il y ait très peu de coefficients supérieurs à 4.810−2 a.u.. Utiliser un algorithme adaptatif à base
d’ondelette reviendrait ici à compresser les coefficients pour ne garder que ceux contenus dans
les isosurfaces.

En conclusion, nous avons dans cette partie présenté les principes d’une AMR biorthogo-
nale à support compact d’ordrem et leurs propriétés d’approximation. Nous ne traitons pas
d’adaptativité dans cette thèse, l’implémentation dans une base de fonctions d’échelle deT
d’un solveur des équations de Kohn et Sham ayant demandé beaucoup d’attentions. Le pro-
chain chapitre présente deux moyens de résoudre l’équation de Poisson, en utilisant la pro-
priété de préconditionnement du laplacien en base d’ondelettes, ou bien par une méthode mul-
tigrille. Il est bien évident que dans une discrétisation uniforme, c’est en projetant le problème
dans le domaine de Fourier, i.e. par une méthode en ondes planes, que la résolution est plus
rapide. Néanmoins, dans notre implémentation, la résolution de l’équation se fait dans des
temps raisonnables, ce qui nous permet, dans le chapitreV de mettre en place un algorithme
de détermination de l’état fondamental d’un système électronique, selon la DFT.
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IV
DÉTERMINATION DU POTENTIEL

ÉLECTROSTATIQUE3D

Nous proposons dans cette partie plusieurs méthodes de détermination du potentiel élec-
trostatique, ou potentiel de HartreeVC. Dans les codes de calcul de structure électronique, ou
codesab initio, qui utilisent des bases d’ondes planes, le laplacien est diagonal lorsque la géo-
métrie du domaine est simple et périodique. Le calcul deVC est immédiat, et sa complexité
est reliée directement à la dimension de la base d’ondes planes, c’est-à-dire à la fréquence de
coupure ou cutoffGcut. On ne peut cependant construire de bases non uniformes. Une méthode
à base d’ondelettes permet plus de liberté pour le choix des conditions aux bords, ainsi qu’une
résolution adaptative, centrée autour des noyaux. Nous n’approfondissons pas ce thème ici,
déjà traité dans la littérature. Dans ce chapitre, nous mettons au point plusieurs solveurs pour
calculerVC, afin de former le potentiel de Kohn et ShamVKS et ainsi résoudre le problème
autocohérent de la DFT. Le potentiel se détermine sur l’ouvertΩ1 =]0,1[3 avec conditions aux
bords périodiques :

−∆ VC = 4 πρ,

Après avoir présenté les caractéristiques principales de l’opérateur laplacien sur le toreT =
(R/Z)3, nous discrétisons l’équation selon des formulations de type Galerkin, Petrov-Galer-
kin, et par une méthode de collocation. Le choix de ces conditions périodiques est motivé par
deux points :

– D’abord, dans le cas d’un atome ou d’une molécule isolée, nous prendrons une boîte
contenant le support du potentiel et de la densitéρ.

– Ensuite, dans le cas d’un cristal, un petit nombre d’atomes est placé dans la boîte, et la
périodisation de celle-ci selon les trois directions permet de simuler le potentiel engendré
par le cristal massif, en appliquant le théorème de Bloch.

Nous devons prendreρ de moyenne nulle pour déterminerVC, qui sera alors calculé à une
constante près. Nous étudions d’abord le préconditionnement dans différentes bases d’onde-
lettes, en fonction de la méthode de discrétisation. Des premiers résultats de conditionnement
et convergence sont présentés en une dimension, puis nous étendons l’étude à la dimension
trois. En particulier, nous développons une méthode tridimensionnelle alliant ondelettes et
multigrille.
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Il restera après cette étude à développer une stratégie adaptative pour résoudre l’équation
de Poisson en 3D. Nous devrons alors nous référer aux différents travaux sur le domaine par
Barinka et al. et Cohen et al. [13],[43], [44] et la thèse de M. Verani [150], qui révèlent la
difficulté de la mise en œuvre de tels algorithmes. Pour l’utilisation de bases adaptatives de
collocation, le lecteur peut se référer aux travaux de Vasilyev et al. [149], [147], [146] et
Bertoluzza et al. [19], [22].

Introduction

On se place sur le bornéT = (R/Z)3. On noteK0, K1, K2 les espaces de respectivement
L2, H1, et H2 des fonctions de moyenne nulle. SoitA = −∆. On veut résoudre le problème
suivant :  trouver u∈ K2 tel que:

A u = f , f ∈ K0.

La formulation faible s’écrit avec la forme bilinéairea(u,v) =< ∇ u, ∇ v > : trouver u∈ K1 tel que:

a(u,v) =< f ,v >, ∀v∈ K1
(IV.1)

Cette forme estcontinue, i.e.

a(u,v) 6 γ ‖ u ‖H1‖ v ‖H1, ∀u,v∈ K1(T),

et elle est coercive surK1. En effet, la solutionu du problème (IV.1) peut s’écrire comme la
somme de la solutionw du problème avec conditions de Dirichlet aux bords, plus une constante
c∈ R :

u = w+c, u∈ K1(T), w∈ H1
0([0,1]),

w(0) = w(1) = 0.

On a l’inégalité de Poincaré enw, qui nous donne la coercivité du problème avec conditions
aux bords de Dirichlet (α > 0) :

a(w,w) > α ‖ w ‖H1, ∀w∈ H1
0([0,1]).

En exprimant cette inégalité en fonction deu et dec, et en utilisant la conditionu ∈ K1, il
vient :

a(u,u) > α ‖ u ‖H1, ∀u∈ K1.

Lorsqu’on se place dans l’espaceK1, le théorème de Lax-Milgram assure alors qu’il existe une
unique solutionu au problème (IV.1). SurK1, on a équivalence entre la normeH1 et la norme
définie par la formea.
Nous allons dans une première partie donner différentes formulations de type Galerkin de
l’opérateurA . Une méthode itérative est alors utilisée pour déterminer la solution. En expri-
mant la matrice de rigidité du laplacien dans une base de fonctions d’échelle, le problème est
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mal conditionné : le nombre d’itérations dépend de la résolution 2j . Nous présentons alors une
méthode de préconditionnement optimale, en utilisant l’expression de la matrice de rigidité en
base d’ondelettes, et pour laquelle la convergence de l’algorithme ne dépend plus de la réso-
lution. Dans ce chapitre, nous nous plaçons surT ; nous explicitons dans le chapitreV le lien
entre la résolution de l’équation de Poisson surΩ =]0,L[3 et Ω1 =]0,1[3.

IV.1 Discrétisations du problème

On cherche la solution dans l’espaceVJ d’une AMR biorthogonale deL2(T) de moyenne
nulle (voir sectionIII.3.2)). L’espace des fonctions tests est notéVJ . Nous présentons d’abord
la forme générale de la matrice de rigiditéA du laplacienA =−∆ dans des bases de fonctions
d’échelle, puis nous explicitons le choix des espacesVJ etVJ . Ensuite, en une dimension, on
exprime la matriceA en base d’ondelettes, et on étudie le conditionnement de cette nouvelle
matrice, en particulier en la préconditionnant par sa diagonale. Une première résolution de
l’équation de Poisson en une dimension permet de valider nos choix, en particulier sur les
espacesVJ et VJ donnant la meilleure convergence de l’algorithme. Nous étendons ensuite
cette méthode en trois dimensions.
En posantωJ = [0,2J−1] et ΩJ = [0,2J−1]3, la solution est calculée sur les 23J fonctions de
base de la période[0,1[3. La discrétisation s’écrit de la manière suivante :

f ∈ L2(Ω1) donné, trouver uJ ∈ VJ ⊂ K1(Ω1) de moyenne nulle tel que :

a(uJ, v̄J) =< f , v̄J >, ∀ v̄J ∈ VJ ⊂ K1(Ω1).

À l’aide des bases de fonctions d’échelleΦJ = {ΦJ,k} etΦJ = {ΦJ,k} deVJ etVJ , on définit
la matrice de rigidité :

Définition IV.1.1 (Matrice de rigidité) Soient{ΦJ,k} et{ΦJ,k} deux bases de fonctions d’é-
chelle deVJ etVJ . On définit la matrice de rigiditéA ∈ M2J,2J(R) de l’opérateurA par :

A(l, k) = a(ΦJ,l ,ΦJ,k), ∀ l, k ∈ ΩJ.

Si on noteuJ = ∑
k∈ΩJ

uJ,kΦJ,k , et P̃J f = ∑
k∈ΩJ

f̃ J,l Φ̃J,k = ∑
k∈ΩJ

< f , ΦJ,l > Φ̃J,k , on doit donc

résoudre le système suivant :

∑
k=1,ΩJ

A(l, k) uJ,k = f̃ J,l , ∀ l ∈ ΩJ. (IV.2)

L’opérateurA est la somme des dérivées partielles d’ordre deux dans les trois directions, la
construction de sa projection sur les espacesVJ et VJ peut donc se faire par un algorithme
rapide, en séparant les opérations selon les trois directions. Les fonctions d’échelle des espaces
ΦJ,k etΦJ,k sont définies par produit tensoriel isotrope des fonctions d’échelle périodiséesφ̌J,k
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et φ̌J,k. On peut donc décomposerA par :

A(l, k) =
Z

Ω1

∇ ΦJ,l(r).∇ΦJ,k(r)dr

=
Z 1

0
[φ̌J,k1(x)]

′ [φ̌J,l1(x)]
′dx

Z 1

0
φ̌J,k2(y)φ̌J,l2(y)dy

Z 1

0
φ̌J,k3(z)φ̌J,l3(z)dz +Z 1

0
φ̌J,k1(x)φ̌J,l1(x)dx

Z 1

0
[φ̌J,k2(y)]

′ [φ̌J,l2(y)]
′dy

Z 1

0
φ̌J,k3(z)φ̌J,l3(z)dz +Z 1

0
φ̌′J,k1

(x)φ̌J,l1(x)dx
Z 1

0
φ̌J,k2(y)φ̌J,l2(y)dy

Z 1

0
[φ̌J,k3(z)]

′ [φ̌J,l3(z)]
′dz.

Dans ce calcul apparaissent deux types d’intégrales monodimensionnelles sur des fonctions
d’échelle périodisées :
• La première correspond au coefficientl i ,ki de la matrice de rigiditéA associé au problème

1D. Pour la calculer, on remplace les fonctions d’échelleφ̌J,ki et φ̌J,l i par leurs expressions
(III.25) :

A(l1,k1) =
Z 1

0
[φ̌J,k1(x)]

′ [φ̌J,l1(x)]
′dx=

Z 1

0
∑

n,m∈Z
[φJ,k1(x+n)]′ [φJ,l1(x+m)]′dx

= ∑
n,m∈Z

Z 1

0
[φJ,k1(x+n)]′ [φ′J,l1(x+m)]′dx.

On peut intervertir les séries et l’intégrale, car celles-ci sont majorées par la somme
∑n∈Z φ(x+ n) qui vaut 1 quelque soitx∈ R. Avec le changementX = x+ n, puisM =
m−n on obtient :

A(l1,k1) = ∑
n,m∈Z

Z n+1

n
[φJ,k1(X)]′ [φJ,l1(X +m−n)]′ dX

= ∑
M∈Z

Z
R
[φJ,k1(X)]′ [φJ,l1(X +M)]′ dX.

En développant les expressions deφ et φ, puis en posanty = 2JX :

A(l1,k1) = 23J ∑
M∈Z

Z
R

φ′(2JX−k1) φ′(2J(X +M)− l1) dX

= 22J ∑
M∈Z

Z
R

φ′(y−k1) φ′(y+2JM− l1) dy.

Si on pose ak =
Z

R
φ′(x) φ′(x− k) dx , alorsA(l1,k1) est la 2J-périodisation du filtre

{ak}, multipliée par le facteur 22J :

A(l1,k1) = 22J ∑
M∈Z

al1−k1−2JM. (IV.3)

La matriceA est donc circulante, et on applique une convolution périodique avec les
coefficients{ak} sur le vecteur{uJ,k1}k1∈ωJ pour calculer la dérivée d’ordre 2 dans la

directionx deuJ dans la base dẽVJ.

88



IV.1. DISCRÉTISATIONS DU PROBLÈME

• Les intégrales Z 1

0
φ̌J,k3(z) φ̌J,l3(z) dz, ∀ k3, l3 ∈ ωJ

se calculent de la même manière, ce sont des périodisationsmodulo2J des coefficients
de lamatrice de masseoumatrice de recouvrementdes fonctions d’échelle surR, φ etφ.
On peut également les interpréter comme les coefficients de la matrice de passage de la

baseφ̌J à la basẽ̌φJ.

Une étude préliminaire en une dimension nous permet de choisir des espacesVJ et VJ

adaptés. Dans le cas où ces espaces sont égaux, c’est une formulation de Galerkin, et s’ils sont
biorthogonaux, c’est une formulation de Petrov-Galerkin. Ce sera seulement dans le cas de
Galerkin avec base biorthogonale que nous devrons appliquer, en dimension> 1, la matrice
de recouvrement. Mais nous verrons que ce n’est pas la meilleure solution, et abandonnerons
donc cette méthode, qui est plus coûteuse (9 convolutions à appliquer au lieu de 3).

IV.1.1) Méthodes de Galerkin et Petrov-Galerkin

À partir des AMR que nous avons présentées dans le chapitre précédent, plusieurs choix
sont possibles pourVJ etVJ .

1. Si on se place dans le cadre d’une AMR orthogonale, que nous noteronst1, alorsVJ =
VJ = Vt1

J , et la matrice de rigiditéA est exprimée selon une formulation de Galerkin, à
l’aide des fonctions de baseΦJ .

2. Avec une AMR biorthogonale (de typet2), deux choix sont possibles :
• VJ = VJ = Vt2

J ouVJ = VJ = Ṽt2
J : ce sont des formulations de Galerkin. La deuxième

est possible avec des fonctionsΘ̃J,k deṼt2
J suffisamment régulières. Nous traitons ce

cas avec des interpolantes liftées.
• VJ = Vt2

J etVJ = Ṽt2
J ou le dualVJ = Ṽt2

J etVJ = Vt2
J sont des formulations de Petrov-

Galerkin. Dans ces deux cas, la matrice de rigiditéA est identique (à une transposition
près). C’est l’espaceVJ dans lequel est représenté la solution qui détermine la qualité
de la formulation. La méthode de collocation est un cas particulier, car les basesΘ]

J

et Θ̃]
J deVt2

J et Ṽt2
J ne sont plus normalisées en normeL2.

On a une propriété reliant la base de Daubechies, et la méthode de collocation :

1. Si Vt1
J est l’espace engendré par des fonctions d’échelle de Daubechies d’ordrem, alors

Jameson [96] a établi le lien entreA et une méthode de différences finies d’ordre 2m.
Nous écrivons ce résultat avec des fonctions définies surR, la construction deA permet-
tant d’étendre le résultat surΩ1 :

Théorème IV.1.2 Soit φ une fonction d’échelle de Daubechies d’ordre m, c’est-à-dire
que l’ondelette associée possède m moments nuls. Alors pour

aD
k =

Z
R

θ′′(x) θ̃(x−k) dx=
Z

R
φ
′
(x)φ

′
(x−k)dx,

la matrice composée des coefficients{aD
k−l}k,l∈Z agit comme un opérateur de diffé-

rences finies d’ordre2m.
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Ce théorème permet d’établir un parallèle entre une formulation de Galerkin en base de
Daubechies, et une formulation sur le maillage des valeurs aux points de la solutionu.
Le cas 2. explicite ce lien. Les filtres de différences finies sont beaucoup plus courts pour
un ordre de précision donné. Nous verrons par la suite un cas concret où l’on utilisera la
matrice de différentiation en différences finies, lorsqu’on résoudra l’équation de Poisson
avec une méthode multigrille.

2. Si VJ = Vt2
J etVJ = Ṽt2

J , ett2 désigne une famille d’AMR interpolantes, alors on aboutit

à une méthode de collocation. La projectionI ]
J u = uJ dansVt2

J s’écrit :

uJ = ∑
k∈ΩJ

u(xJ,k) Θ]
J,k , xJ,k = k/2J.

Si l’on note DJ la matrice de rigidité du laplacien dans une telle base, alors on doit
résoudre le système suivant :

∑
k′∈ΩJ

DJ
k,k′ u(xJ,k′) = f (xJ,k), ∀ k ∈ ΩJ.

On trouve cette méthode dès 1972 [138]. On suppose ici que l’ordre des fonctions de
base deΘ]

J est 2m. La matrice de rigiditéDJ a pour éléments :

DJ
k,k′ =−

Z
Ω1

∆Θ]
J,k′(r) Θ̃]

J,k(r) dr .

Les fonctions d’échelle interpolantes de Deslauriers et Dubuc sont engendrées comme
autocorrélations de fonctions d’échelle de Daubechies (remarqueIII.2.9 page71). On
obtient donc une égalité entre les matrices de rigidité du laplacien définies surR :

aI
k =−θ′′(k) =

Z
R

φ′(x)φ′(x−k)dx= aD
k .

À partir de ces coefficients, on obtient exactement l’expression (IV.3) pour la matrice
de rigiditéDJ associée au problème 1D périodique. Cette méthode1 est développée dans
les articles de Bertoluzza et Naldi [20, 21, 22]. La matrice de rigiditéDJ dans une mé-
thode de collocation d’ordre 2m est donc égale à la matrice de rigidité dans une base de
Daubechies d’ordrem.

Pour étudier ces différentes formulations, nous allons étudier la matriceA en base d’ondelettes.
On se ramène au cas 1D, où on étudie ses propriétés structurales et son conditionnement.

IV.1.2) Étude du laplacien en base d’ondelettes

En une dimension, on nommeΛ l’ensemble des indicesλ = ( j,k),k∈ ω j de la base d’on-
delettes périodisées d’échellesj = |λ| comprises entrej0 et J− 1. Ainsi, l’ensembleψ̌Λ =

1Lorsque l’on résout un problème de minimisation d’énergie (comme il sera question dans le prochain cha-
pitre), la formulation de Galerkin assure que les énergies calculées à partir des projections de fonctions dansVJ

sont toujours supérieures au minimum recherché. Établir le lien entre méthode de collocation et formulation de
Galerkin permet de garantir que pour cette méthode de collocation, l’énergie vérifiera également ce principe.
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φ̌ j0 ∪ j0≤ j≤J−1 ψ̌ j est une base děVJ. DansVJ , on a ΨΛ = ∪ j06 j6J−1∪ε∈{0,1}3 Ψε
j . On ex-

prime A dans les basesΨΛ et ΨΛ, et (IV.2) se transforme en un nouveau système linéaire :

AΛ uΛ = f̄Λ. (IV.4)

La moyenne des coefficients d’échelle deuΛ dans la base grossière est nulle. Nous utilisons
une décomposition sous forme standard deA :

Définition IV.1.3 La forme standard de la matriceAΛ s’obtient en calculant tous les termes
croisés entre échelles :

Aε,ε′
λ,λ′ = a(Ψε

λ,Ψ
ε′
λ′), ∀ λ = ( j,k),λ′ = ( j ′,k′), j0 6 j, j ′ 6 J−1, ∀ ε ∈ {0,1}3\{(0,0,0)},

ε = (0,0,0) si j ou j′ = j0.

Le coefficientAε,ε′
λ,λ′ s’obtient également sous la forme (IV.3), comme la somme des périodisa-

tions des dérivées suivant une directionAλ,λ′. Par exemple, pourj = j ′, Aλ,λ′ égale :

Aλ,λ′ = 22 j ∑
M∈Z

Z
R

ψ′(x−k) ψ′(x−k′+2 jM)dx

= 22 j+1 ∑
M∈Z

∑
ν,µ

gν ḡµ

Z
R

φ′(2x−2k−ν) φ′(2x−2k′−µ+2 j+1M)dx

= 22 j ∑
M∈Z

∑
ν,µ

gν ḡµ

Z
R

φ′(x−2k−ν) φ′(x−2k′−µ+2 j+1M)dx

= 22 j ∑
M∈Z

∑
ν,µ

gν ḡµ a2k−2k′+ν−µ+2 j+1M.

Ces calculs sont détaillés entre autres dans le libre de Goedecker [74], ou l’article de Beylkin
[24]. On a défini dans le chapitre précédent, page80, les matrices de décomposition en on-

delettesF̌ (resp.F̌) dansVJ (resp.VJ ) et de recompositioňF−1 (resp.F̌
−1

). La matrice de
rigidité du laplacien en base d’ondelettes s’écrit alors :

AΛ = F̌
−T

A F̌−1.

Le laplacien se représente par une structure en “doigts” (figureIV.1) ; la largeur des doigts
dépendant de la taille des filtresh et h. Tous les coefficients ont été affichés dans cette figure,
mais il s’avère que beaucoup sont nuls ou très petits : la matrice de rigidité du laplacien en base
d’ondelettes possède une structure creuse. Les coefficients plus grands que 10−6 représentent
environ 45% des matrices pour une résolutionj = 7, et 90% d’une matrice discrétisée surV̌10.

Remarque IV.1.4 Il existe une deuxième manière de représenter la matrice de rigidité AΛ en
bases d’ondelette : la forme non standard. Introduite par Beylkin et al. [25], cette méthode
calcule les coefficients Aλ,λ′ avec|λ|= |λ′|, c’est-à-dire avec les fonctions de base de la même
échelle, en utilisant une expression de la projection de u surVJ sous forme télescopique. Cette
structure est plus simple à mettre en œuvre, mais possède certains inconvénients, notamment
si l’on veut utiliser un maillage adaptatif.
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FIG. IV.1 – Matrice de Petrov-Galerkin sous représentation standard, dans une base d’onde-
lettes interpolantes d’ordre 8, pour J= 7. La largeur des bandes est proportionnelle à l’ordre.
Les parties blanches correspondent à des coefficients pratiquement nuls ; les coefficients les
plus importants se situent sur la diagonale (partie foncée).

La vitesse de convergence pour la résolution d’un système linéaire est liée aux propriétés
de la matriceA. Elle se caractérise (au moins) par trois choses : d’abord par l’algorithme uti-
lisé, qui permet éventuellement de préconditionner le problème (c’est-à-dire faire en sorte que
toutes les directions de recherche pour minimiser le gradient soient équivalentes), et enfin par
un traitement optimisé du produit matrice-vecteur. Cette dernière étape inclut la réalisation
d’un algorithme adaptatif, basé sur l’estimation des éléments de la matrice. Dans la formula-
tion de Galerkin, en utilisant une AMR orthogonale pour laquelle l’ondelette primale possède
m̃ moments nuls, l’interaction de deux ondelettes localisées enλ et λ′ par le laplacien est
donnée par [52, 50] :

2−(|λ|+|λ′|) | Aλ,λ′ | .
2−||λ|−|λ

′|| σ(
1+2 min( |λ|, |λ′|) dist( supp(ψλ), supp(ψλ′))

)
n+2m̃+2

avecσ ≤ n
2 + m̃+ 1, et supp(ψλ) le support deψλ. Dans notre cas la dimensionn vaut 1.

Lorsqu’on se place sur la diagonale d’un bloc tel que|λ| = |λ′|, l’élément se comporte alors
comme 22 j ; par contre, dans les blocs où|λ| 6= |λ′|, alors la diagonale se comporte en 2|λ|+|λ′|,
et est de plus en plus petite en s’éloignant de la diagonale principale. Selon sa construction,A
possède de plus ou moins bonnes propriétés de symétrie :

– Si AΛ est symétrique, alors on peut résoudre le système linéaire (IV.4) de dimensionn en
au plusn itérations par une méthode de type gradient conjugué. C’est le cas des matrices
de Galerkin.

– Si AΛ est normale, c’est-à-dire qu’elle commute avec sa transposée, elle est diagonali-
sable dansC. L’ensemble des vecteurs propres forme une base deMn,n(R). Un gradient
conjugué converge encore, mais on n’a plus de critère sur le nombre d’itérations maximal
de l’algorithme.

– Si AΛ est non normale : on ne peut en général trouver une base de vecteurs propres.
C’est le cas de la matrice de rigidité dans une formulation de Petrov-Galerkin. On utilise
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alors des méthodes de type GMRESGeneral Minimum RESidual[129], dans lesquelles
on utilise un espace de Krylov [80, 102] de dimensionp. Le nombre d’opérations pour
construire la projection de la matrice et la base de cet espace est de(k+3+1/p)N+NZ,
Z étant le nombre d’éléments de la matrice creuse, etN la dimension de la matrice. On
stocke en tout(p+2)N éléments. Dans le cas où la matrice est symétrique, alors Saad et
al. démontrent que GMRES converge enau plus Npas. SiA n’est pas symétrique réelle,
alors il se peut que l’algorithme ne converge pas pour de petites valeurs dep. Dans ce
cas, il faut prendre unp assez grand.

Dans tous les cas, nous voulons caractériser la convergence de l’algorithme par la répartition
spectrale de la matrice. On utilise alors une décomposition en valeurs singulières :

Proposition IV.1.5 (Décomposition en valeurs singulières)Si A est une matrice réelle n×n,
alors il existe deux matrices orthogonales U et V deMn,n(R) telles que :

UTAV = diag(σ1, . . . ,σn),

où l’on a ordonné lesvaleurs singulièresσ1 > . . .σn > 0. Les colonnes des matrices U et V
sont les vecteurs singuliers à gauche et à droite de A.

Les matricesATA et AAT ont pour valeurs propres le carré des valeurs singulières. Si elles
commutent (A normale), alors les matricesU et V sont égales. De plus, si il exister valeurs
singulières nulles, (A n’est pas inversible), alors on calcule sa pseudo-inverse sur l’espace de
dimensionn− r orthogonal au noyau deA.

Définition IV.1.6 (Nombre de conditionnement d’une matrice) On considère la norme ma-
tricielle :

‖ A ‖= sup
x6=0

‖ Ax‖
‖ x ‖

,

subordonnée à la la norme l2 ‖ x‖ du vecteur x. Si la matrice A∈Mn,n(R) n’est pas singulière,
on définit alors son nombre de conditionnementκ(A) par

κ(A) =‖ A ‖‖ A−1 ‖= σ1(A)
σn(A)

,

σ1(A) étant la plus grande valeur singulière de A, etσn(A) la plus petite.

Le nombre d’itérations pour résoudre le système linéaire est lié àκ(A). La matrice de rigidité
A dépend deJ ((IV.3)), et le nombre d’itérations augmente en fonction de la résolution. L’idée
est de remplacer le système linéaire enA par un système linéaire équivalent, dans lequel la ma-
trice s’écritB = PA, tel queκ(B) soit enO(1). Dans les méthodes à base d’éléments finis ou
de différences finies, le nombre de conditionnement de la matrice préconditionnée de manière
optimale est enO( j2 j), comme cela est expliqué dans l’article de Jaffard [95]. Le paragraphe
suivant présente les différentes possibilités de construireB en se plaçant dans des bases d’on-
delettes, afin d’obtenir un conditionnement enO(1). Dans le cas du laplacien avec conditions
aux limites périodiques projeté surVJ, la matriceAΛ est singulière, et de rang 2J−1. On se
place donc sur le sous-espace orthogonal à la valeur propre nulle, et on cherche la solution du
système (IV.4) de moyenne nulle.
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IV.1.3) Étude du préconditionnement en 1D

Nous avons vu dans l’introduction quea définissait une norme équivalente à celle deH1

dansK1. Si on utilise de plus l’équivalence entre cette dernière et la normeH1 des coefficients
en ondelettes (III.22), on obtient le résultat suivant :

〈Au,u〉 = a(u,u)
∼ ‖u‖2

H1

∼
J−1

∑
j=0

∑
k∈ω j

22 j d2
j,k,

la fonctionu étant de moyenne nulle en base de fonctions d’échelle. Si on noteD la matrice
diagonale de taille 22J dont la diagonale est composée de blocs de taille 2j ×2 j sur lesquels la
diagonale vaut 2j , j = j0,J−1, etUΛ le vecteur des coefficients en ondelettes deuΛ, alors on
a également l’équivalence :

a(u,u)∼‖ D2 UΛ ‖l2 .

En préconditionnant le système parD2, i.e. en multipliant l’équation (IV.4) parD−2, alors le
conditionnement deD−2AΛ est une constante : toutes les directions de recherche sont équiva-
lentes, et le nombre de conditionnement est théoriquement enO(1). On considère la matrice :

D−α F̌ A F̌T D−α.

La figureIV.2 montre le nombre d’itérations de GMRES en fonction de 2α. α = 1 donne un
résultat de convergence optimal, ne dépendant pas de la résolution du problème : ces résultats
sont en accord avec ceux de Beylkin [24], qui utilise les ondelettes de Daubechies.

FIG. IV.2 – Nombre d’itérations de GMRES en fonction de2α, avec un préconditionnement
par la matrice Dα. Méthode de Galerkin avec des ondelettes de Daubechies de support 6, et
une solution gaussienne e−x2/2. Les trois courbes présentent trois résolutions différentes.

Remarque IV.1.7 Il existe d’autres méthodes plus complexes que le préconditionnement par
la diagonale. La thèse de A.S. Piquemal [124] présente une étude de différentes méthodes de
préconditionnement en bases d’ondelettes d’opérateurs à coefficients variables.
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Une méthode connue sous le nom deSPAI Sparse Preconditioner Approximate Inverse cons-
iste à prendre pour préconditionneur P une approximation creuse de l’inverse de A, notée
Ã−1 ; elle a été exploitée d’abord pour des matrices quelconques (Grote et Huckle [84], Chan
et al. [39]). On trouve dans les travaux de Beylkin et al. [25], Tang [142], et Masson et al.
[116], [ 47], Choquet et al. [41], des utilisations de cette méthode pour des matrices en base
d’ondelettes. En particulier, Masson s’est intéressé à des matrices en formulation de Galerkin
et Petrov-Galerkin pour des ondelettes splines sur l’intervalle ; il faut cependant pour l’effi-
cacité de la méthode effectuer des seuillages très petits, et donc garder un nombre important
de coefficients dans la matrice du préconditionneur, ce qui n’est pas compatible avec notre
objectif de travailler en 3D.
Une autre possibilité est de construire des ondelettes adaptées à l’opérateur, à partir d’une
famille d’ondelettes biorthogonales. Cette idée est issue des travaux de Liandrat et Tchamit-
chian [106] , puis a été reprise par Dahlke et Weinreich [49], et les ondelettes construites sont
appeléesvaguelettes. Le lecteur peut également se référer à l’article de Williams et al. [155]
pour une utilisation de ces ondelettes. Dans cette nouvelle base, l’opérateur peut s’inverser
avec un coût linéaire.

On peut perfectionner le préconditionneur, en prenant la diagonale deAΛ, notéeDa, au lieu
deD, On étudieκ(Ǎ), avecǍ définie par :

ǍΛ = D−1/2
a F̌

−T
A F̌−1 D−1/2

a .

Nous comparons nos résultats avec ceux figurant dans la thèse de Masson [116]. Il a utilisé
pour ses expérimentations numériques des B-Splines, une base biorthogonale pour laquelle
la fonction d’échelle primale est un polynôme de degrém sur chaque intervalle[k,k+ 1], k
entier, et dont la duale reconstruit localement des polynômes de degré ˜m. On notera dans les
tableauxIV.1 etIV.2 Vm,m̃ l’espace engendré par les fonctions d’échelle et ondelettes B-splines
primales, et̃Vm,m̃ l’espace biorthogonal associé. Ces résultats sont issus de l’article [47], et
pour une résolutionJ = 7. On note deux différences entre notre implémentation et la leur :

– Cohen et Masson étudient l’équation de Poisson avec conditions aux bords de Dirichlet.
Ils construisent pour cela une famille d’ondelettessur l’intervalle, c’est-à-dire une base
dont les fonctions aux bords sont modifiées, de façon à tenir compte des conditions aux
bords. Le traitement spécifique des conditions de Dirichlet donne donc, pour les mêmes
ondelettes, de moins bons nombres de conditionnement qu’avec des conditions aux bords
périodiques.

– La baseψΛ contient les ondelettes des différents niveauxj0 6 j 6 J− 1. Dans le cas
périodique, on peut aller jusqu’àj0 = 0. Avec des ondelettes sur l’intervalle, où les fonc-
tions d’échelle ne sont plus invariantes par translation, on prendj0 > 1 : φ j0 doit contenir
les informations aux bords et au milieu de l’intervalle Le laplacien s’écrit alors :

AΛ =


[
a(φ j0,k, φ j0,l )

] [
a(φ j0,k, ψ j ′,l )

]
j06 j ′6J−1[

a(ψ j ′,k, φ j0,l )
]

j06 j ′6J−1

[
a(ψ j,k, ψ j ′,l )

]
j06 j, j ′6J−1

 .

Dans notre cas,
[
a(φ j0,k, φ j0,l )

]
est réduit à un élément, que nous normalisons à un. Si
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j0 > 0, alors on doit inverser également ce bloc de matrice pour l’intégrer au précondi-
tionneurDa :

DΛ =

 [
a(φ j0,k, φ j0,l )

]−1
(0)

(0) DJ− j0
a

 ,

avecDJ− j0
a la matrice diagonale composée des coefficientsAλ,λ, |λ|= j0, . . . ,J−1.

Les tableauxIV.1 et IV.2 montrent les nombres de conditionnement dans le cas où on précon-
ditionne par la diagonale du laplacien, c’est-à-dire en formant la matriceǍΛ.

Primal Dual

(m, m̃) (2,2) (2,4) (3,3) (4,8) (1,3) (1,7)

κ(ǍΛ) 3.7 6.1 5.41 22.2 7.08 5.37

TAB . IV.1 – Nombre de conditionnement des matricesǍΛ dans une formulation de Galerkin
en base B-Splines, pour J= 7. Primal signifie que VJ = VJ = Vm,m̃

J , dual que VJ = VJ = Ṽm,m̃
J ,

d’après l’article de Cohen et Masson [47]. (m,m̃) désigne l’ordre des deux fonctions d’échelle
de la base biorthogonale.

Primal Dual

(m,m̃) (3,3) (3,5) (1,5) (1,7)

κ(ǍΛ) 32.8 20.4 9.69 8.8

TAB . IV.2 – Nombre de conditionnement des matrices en formulation de Petrov-Galerkin
en base de B-Spline, préconditionnée par leurs diagonales dans la base d’ondelette, d’après
l’article de Cohen et Masson [116].

D’après le tableauIV.1, il apparaît que le nombre de conditionnement est meilleur lorsque
la solution est recherchée dans la base de fonctions primales. On observe de plus une perte de
la propriété pour de grands ordresm et m̃ : dans ce cas, la matrice de rigidité est toujours à
diagonale dominante, mais la taille des supports des filtres induit un élargissement des bandes
(cf figureIV.1), qui peut expliquer que le nombre de conditionnement soit plus important.
Dans une base de B-Splines, il est plus avantageux d’utiliser une formulation de Galerkin, plu-
tôt que de Petrov-Galerkin, la formulation de Petrov-Galerkin étant plus intéressante lorsque
la solution est recherchée dansVm,m̃.

Les tableauxIV.3 et IV.4 donnent les différents nombres de conditionnement, pour la ma-
trice de rigidité non préconditionnéeκ(AΛ), et la matrice préconditionnée par sa diagonale
κ(ǍΛ), pour des bases de Daubechies, de Deslauriers-Dubuc, et de bases liftées. Le meilleur
résultat est obtenu dans une formulation de Galerkin, en exprimant la solution dans la base
duale. Cependant, contrairement aux résultats de Cohen et Masson, l’approximation de Petrov-
Galerkin se comporte très bien dans les bases interpolantes liftées.
On rappelle ici que ce sont les valeurs singulières que l’on affiche : dans le cas d’une matrice

96



IV.1. DISCRÉTISATIONS DU PROBLÈME

symétrique, elles sont égales aux valeurs propres de la matrice. Dans le cas de la matrice de
Petrov-Galerkin, qui n’est pas normale, les valeurs singulières pourVJ = Vt2

J et VJ = Ṽt2
J sont

identiques, le conditionnement de la matrice est le même. L’ordre de la méthode dépend ici de
la base dans laquelle on exprime la solution : l’algorithme doit donc être meilleur lorsqueVJ

=Vt2
J , puisque nous avons utilisé le schéma de lifting tel que ˜m6 m.

Enfin, dans la méthode de collocation, préconditionner par la matrice diagonaleDa donne un
nombre de conditionnement de l’ordre de 2J (démontré par Donoho [61]). Le nombre d’itéra-
tions dans cette méthode va donc dépendre de la résolution.

Vj = V j Daub. 8 Daub. 10 Intp. 6 Intp. 6 Intp. 8 Lift. 4 Lift. 6. Lift. 4

Ṽj Daub. 8 Daub. 10 Lift. 4 Lift. 6 Lift. 4 Intp. 6 Intp. 6. Intp. 8

|h|+ |h̃| 16 20 15 17 19 15 17 19

m, m̃ (4,4) (5,5) (6,2) (6,3) (8,2) (2,6) (3,6) (2,8)

κ(AΛ), j=7 4633 4310 3749 3721 3952 28958 19894 24346

κ(ǍΛ), j=7 6.39 4.99 36.49 20.06 32.23 4.00 4.00 4.00

κ(ǍΛ), j=10 6.74 5.06 46.88 20.75 38.67 4.00 4.00 3.99

TAB . IV.3 – Nombre de conditionnement des matrices Galerkin pour différentes familles. Sont
également affichés les tailles des filtres et l’ordre de la fonction d’échelle primale m et de sa
duale m̃. La première ligne donne la famille dans laquelle est exprimée le laplacien, et la
deuxième ligne indique la famille utilisée pour représenter le laplacien en base d’ondelettes.

Vj Intp.6 Intp. 8 Intp. 6 Intp. 6 Intp. 8

V j Dirac Dirac Lift. 4 Lift. 6 Lift. 4

|h|+ |h̃| 7 9 15 17 19

κ(AΛ), j=7 8969 7155 4293 4180 4199

κ(ǍΛ), j=7 935 729 6.04 4.63 5.34

κ(ǍΛ), j=10 21299 16623 6.71 4.69 5.74

TAB . IV.4 – Nombre de conditionnement des matrices dans la formulation de Petrov-Galerkin.

À partir de ces résultats, nous choisissons donc lors du passage en trois dimensions de gar-
der la formulation de Petrov-Galerkin avec la solution projetée dans l’espace primal d’une
AMR biorthogonale, et la formulation de Galerkin dans une base orthogonale. Avant de pré-
senter le solveur en trois dimensions, on peut tout d’abord valider l’analyse de ces tableaux en
étudiant la convergence d’un algorithme utilisant le préconditionnement par la diagonale du
laplacien en base d’ondelettes.
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IV.1.4) Résolution de l’équation de Poisson en une dimension - extension
au 3D

On noteS le vecteur des coefficients< f , ΦJ,k >. Le système à résoudre s’écrit :(
D−1/2

a F̌
−T

AJ F̌−1 D−1/2
a

)
D1/2

a F̌ UJ = D−1/2
a

˜̌
F
−T

S,

ce qui donne, en simplifiant :

D−1/2
a

˜̌
F
−T

AJ UJ = D−1/2
a

˜̌
F
−T

S. (IV.5)

Les tests numériques des figuresIV.3, IV.4 et IV.5 sont réalisés avec la solution testu(x) =
sin(30π x) sur l’intervalle [0,1]. La dénomination “primal” dans les figures signifie que la
matrice a été discrétisée en utilisant la base primale, c’est-à-dire que lasolutionest représen-
tée dans la base primale, et que le second membre est développé sur la base duale (dans la
formulation de Galerkin).

FIG. IV.3 – Pour J= 7, en une dimension, erreur L2 avec la solution exacte en fonction du
nombre d’itérations de GMRES, dans la formulation de Galerkin, et avec préconditionnement
par Da. Primal signifie que A(l ,k) = a(φJ,k,φJ,l ).

Dans les figuresIV.3 et IV.4 sont affichées les évolutions de l’erreur avec la solution exacte
en fonction des itérations de GMRES, la première figure étant pour Galerkin et la deuxième
pour Petrov-Galerkin. Ce sont les familles de Daubechies qui donnent le meilleur résultat,
et dans la figureIV.3, la duale doit être d’ordre au moins égal à 4 pour donner un résultat
convenable. Dans tous les cas, on observe la convergence en moins de 2J = 128 itérations.

L’importance de la régularité de la duale apparaît de manière plus flagrante dans la figure
IV.4. La meilleure solution est lorsque l’opérateur est discrétisé dans la base duale, c’est-à-
dire lorsque solution et second membre sont exprimés dans la base primale. En comparant ce
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FIG. IV.4 – Pour J= 7, en une dimension, erreur L2 avec la solution exacte en fonction du
nombre d’itérations de GMRES, dans la formulation de Petrov-Galerkin, avec préconditionne-
ment par Da. L’algorithme converge donc plus rapidement lorsque la solution est recherchée
dans la base primale.

résultat avec celui de la figureIV.2, montrant dans le cas oùu(x) = e−x2/2 une convergence de
l’algorithme en 20 itérations, on en déduit que le préconditionnement par la diagonale exacte
donne un meilleur résultat : on obtient ici 25 itérations, mais pour une solution beaucoup plus
haute en fréquences.

La figureIV.5 permet de rendre compte de la qualité du préconditionneur : dans tous les
cas, c’est en exprimant la solution dans la base primale que l’on obtient la meilleure solution.
La formulation de Petrov-Galerkin donne de très bons résultats, de même que dans une base
de Daubechies.
On choisit donc deux possibilités pour l’extension en trois dimensions de la résolution de

l’équation de Poisson : la projection dans une base de Daubechies, ou bien dans le cas de fa-
milles biorthogonales, une formulation de Petrov-Galerkin. La figureIV.6 représente l’erreur
L2 en fonction du nombre d’itérations de GMRES en trois dimensions. On utilise pour les
décompositions/recompositions en ondelettes périodiques tridimensionnelles le schéma expli-
qué en annexeC. La solution estu(x,y,z) = sin(30π x) sin(30π y) sin(30π z), sur[0,1]3. Les
bases de Daubechies et liftées ont un comportement similaire, comme en une dimension, et
ces deux méthodes donnent une erreur en 10−6 avec la solution réelle en une vingtaine d’itéra-
tions. Dans le cas interpolant, le nombre d’itérations dépend deJ, et il vaut mieux utiliser des
fonctions de base duales plus régulières. Dans ce cas, notre méthode enO(1) est compétitive
par rapport aux méthodes d’éléments finis.

On a donc maintenant un premier solveur de l’équation de Poisson, en trois dimensions, en
projetant la solution dans une base de Daubechies, ou une base d’interpolantes (éventuellement
liftées), et en préconditionnant par la diagonale exacte du laplacien. Dans la section suivante,
nous présentons une autre méthode, combinant ondelettes et multigrille. Cette étude a fait
l’objet d’un article dans le Journal of Theorerical Computational Chemistry [75].
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FIG. IV.5 – Qualité du préconditionneur : en une dimension, pour une erreur L2 donnée10−4,
nombre d’itérations de GMRES en fonction de la famille d’ondelettes (D désigne Daubechies,
ImLm̃ désigne une interpolante d’ordre m liftéem̃ fois.), et de la formulation : G pour Galer-
kin, PG pour Petrov-Galerkin. primal et dual désignent la base dans laquelle est exprimée la
matrice.

FIG. IV.6 – Erreur L2 en trois dimensions sur le résidu, en fonction du nombre d’itérations de
GMRES, pour une résolution de643 points.
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IV.2 Principes du multigrille

Les méthodes multigrille datent des années 70 : elles ont été initiées par Brandt, Dendy et
al. [3, 12, 58], Hackbush [86], et ont rapidement pris de l’ampleur. Le livre de Trottenberg et
al. [144] est une revue de ces méthodes, et Briggs en donne les principes fondamentaux dans
[29].

Beck [15] applique cette méthode dans le calcul de structures électroniques, pour déter-
miner le potentiel coulombien d’un système confiné dans une boîte, avec des conditions aux
bords de Dirichlet. Il utilise des fonctions de base interpolantes de Deslauriers et Dubuc ; il
détermine ainsi le potentiel de Hartree qu’il intègre dans un solveur des équations de Kohn et
Sham sur base interpolante [14, 16, 17].

Le multigrille se base sur l’utilisation d’un ensemble de grilles de différentes résolutions.
En faisant le parallèle avec une AMR, chaque grille correspond à la projection des fonctions
étudiées dans un espaceVJ dont le pas esth = 2−J. On veut résoudre le système linéaire
(IV.2) :

AUJ = F̃J, (IV.6)

avecA matrice de rigidité issue d’une formulation de type Galerkin ou Petrov-Galerkin sur

deux espacesVJ etVJ , et les vecteurs̃FJ = { ¯̃fJ,k} etUJ = {uJ,k} donnés par :

P̃J f = ∑
k∈ΩJ

¯̃fJ,kΦ̃J,k ,

PJu = ∑
k∈ΩJ

uJ,kΦJ,k .

L’objectif est de minimiser, à l’itérationm, l’erreurEm
J entre la projectionUJ de la solution sur

l’espaceVJ et son approximationUm
J par l’algorithme :

Em
J = UJ−Um

J .

On introduit alors lerésidu, ou gradientDm
J :

Dm
J = F̃J−AUm

J ,

et un simple calcul nous montre que le système (IV.6) est équivalent à :

AEm
J = Dm

J . (IV.7)

L’erreur entre la solution exacte et la solution approchée vérifie le même type d’équation,
avec un second membre qui tend à être de plus en plus “petit” au cours des itérations. Cette
équation (IV.7) n’a donc pas besoin d’être résolue précisément, pourvu que la solution soit
lisse. On se place en fait sur un maillage plus grossier pour résoudre (IV.7), puis on met à jour
la solution sur le maillage plus fin à l’aide de l’approximationẼm

J deEm
J :

Um+1
J = Um

J + Ẽm
J .

Un tel algorithme nécessite donc d’avoir :
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– un opérateur de restriction IJ−1
J pour passer d’un maillage de résolution 2J au maillage

2J−1.
– un opérateur de prolongationou deprédiction IJ

J−1 , qui à partir des coefficients dans
l’espaceVJ−1 permet de déterminer ceux dansVJ .

– uneprocédure de lissageGSJ : pour éviter des erreurs dues aux changements de réso-
lution (expliqué par la suite), nous allons devoir appliquer une procédure de lissage à
notre solution, avant d’appliquer l’opérateur de restriction, et après avoir appliqué celui
de prolongation.

Apparaît ici la différence entre AMR et multigrille : on n’utilise pas d’espaces de détail. La
méthode est plus facile à implémenter qu’une méthode (adaptative) en ondelettes, mais ce
n’est pas la solution optimale. Le schémaIV.7 donne la procédure pour une résolution à deux
grilles.

On effectueν1 procédures de lissageGS avant restriction, etν2 après prolongation. Ces
nombres vont dépendre de la qualité du lissage, des opérateurs de transferts, et du coût d’une
étape deGS. On étend également cet algorithme en effectuant successivement plusieurs res-
trictions/ prolongations : ce sont les schémas de type V-cycles et W-cycles.

IV.2.1) Procédure de lissage

On choisit d’utiliser une étape de l’itération de l’algorithme de Gauss-Seidel pour lisser la
solution, d’où la notationGS. Cette étape s’écrit, dans le cas 1D [80], où b = (bi) désigne le
vecteur du second membre, et lesai, j sont les coefficients de la matrice de rigidité :

f or i = 1 : n

x(k+1)
i =

(
bi −∑i−1

j=1ai, jx
(k+1)
j −∑n

j=i+1ai, jx
(k)
j

)
ai,i

(IV.8)

end

Cet algorithme converge pour toute matrice symétrique définie positive, mais lentement ; il
possède des propriétés de lissage de l’erreur très intéressantes, qui incite à le choisir plutôt
que d’autres méthodes comme Jacobi, SOR. L’exemple suivant nous permet de comprendre
visuellement le comportement deGS.

Exemple IV.2.1 Considérons l’opérateur bidimensionnelε d
dx + 1

2
1

1+ε
d
dy. Pour ε � 1, il est

fortement anisotrope. Nous avons discrétisé cet opérateur à l’aide de formules aux différences
finies d’ordre 1 :

∂x f (i, j) =−2 f (i−1, j)+ f (i, j)−2 f (i +1, j),

et appliqué plusieurs itérations de l’algorithme de Gauss-Seidel à partir d’une condition ini-
tiale aléatoire. Nous avons obtenu la figureIV.8 : le lissage est très important dans les deux
directions, et laisse apparaître une composante monofréquentielle dans la direction y, qui
contient le terme prépondérant de l’opérateur, pourε << 1. Dans le cas oùε = 1, on retrouve
une erreur régulière dont l’amplitude diminue au fur et à mesure des itérations. Si une dizaine
d’itérations suffit à obtenir une erreur lisse et avec une composante fréquentielle principale,
la convergence de l’algorithme est cependant longue.
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FIG. IV.8 – Dix itérations de Gauss-Seidel appliquées à l’erreur dans un problème linéaire
dont l’opérateur est fortement anisotrope (ε = 10−3), et avec conditions aux bords de Dirichlet.

Lorsque l’on met à jour la solution par (IV.8) dans l’ordrei = 1, . . . ,n, on suit l’ordrelexi-
cographique. On peut choisir l’ordre de mise à jour différemment : ainsi, on peut commencer
par tous les indices pairs, puis on fait met à jour les coefficients d’indices impairs : cet ordre
s’appelleRed Black, et Trottenberg [144] montre que l’algorithme Red-Black Gauss Seidel a
les meilleures propriétés de lissage de l’erreur.

IV.2.2) Opérateurs de transfert

Dans les schémas classiques de multigrille, les opérateurs de restrictionIJ−1
J et de prolon-

gationIJ
J−1 sont issus de la théorie de l’interpolation [144]. On peut complexifier ces opéra-

teurs en les adaptant à la géométrie de l’opérateur à inverser : Grauschopf et al. [82] suivent le
schéma introduit par Dendy [58], et l’étendent ensuite à une méthode de multigrille algébrique.
Celle-ci permet notamment d’établir un maillage adapté pour des géométries complexes.
On applique ces opérateurs en effectuant des convolutions par des filtres de petit taille. Classi-
quement, un algorithme multigrille utilise comme restriction l’opérateur qui à{UJ,k}ΩJ associe
{UJ−1,k}ΩJ−1 :

UJ−1,k = UJ,2k .

Cette méthode simple consiste à garder un point sur deux. On peut également faire selon
chaque direction, en chaque positionk = (k1,k2,k3) :

UJ−1,k =
1
2
UJ,(k1,k2,2k3) +

1
4

(
UJ,(k1,k2,2k3−1) +UJ,(k1,k2,2k3+1)

)
.
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On utilise une combinaison linéaire pondérée des coefficients de l’espaceVJ−1 pour recons-
truire la fonction surVJ :

UJ,2k = UJ−1,k ,

UJ,2k+1 =
1
8

(
UJ−1,k +UJ−1,k+(1,0,0) +UJ−1,k+(0,1,0) +UJ−1,k+(0,0,1)

+ UJ−1,k+(0,1,1) +UJ−1,k+(1,1,0) +UJ−1,k+(1,0,1) +UJ−1,k+(1,1,1)
)
.

Un tel schéma s’appelleFull Weighting Scheme: on pondère les différents coefficients de
telle sorte que l’on conserve la moyenne.
L’idée de l’article [75] est de définirIJ−1

J et IJ
J−1 en fonction des filtresh et h̃ de fonctions

d’échelle. Le passage du maillage fin au maillage moins fin se fait par une étape de trans-
formée en ondelette, qui dans le cas tridimensionnel avec conditions aux bords périodiques
a été présenté dans l’équation (III.30), page81. Pour la prolongation, on utilisera (III.32) en
supposant que les coefficients en ondelette sont nuls. Ces filtres des familles d’ondelettes sont
présentés dans l’annexeB. Dans la mesure où l’on ne traite pas les coefficients en ondelette
dans cette méthode, la qualité de ces filtres en tant quepasse-basest primordiale. En effet,
nous avons présenté deux types de familles : la famille de Daubechies orthogonale, dont le
filtre d’échelle s’appelleh, et la famille interpolante de filtrest et t̃. La restriction utilise le
filtre t̃ (h), et la prolongationt, (h). Les figuresIII.2, III.5 et III.7 du chapitreIII nous montrent
les transformées de Fourier des symboles deh, t et t̃ pour différents nombres de moments
nuls. Dans ces figures apparaissent des lobes secondaires, plutôt prononcés dans le cas des
filtres h des familles de Daubechies. Ces lobes amoindrissent la qualité passe-bas du filtre :
cela entraîne lors des changements de grille l’apparition de fréquences parasites dans le signal.
L’augmentation de l’ordremdes fonctions d’échelle se traduit sur ces figures par la formation
d’un plateau autour de la fréquence nulle. La largeur de ce plateau correspond à la qualité
passe-bas du filtre de fonctions d’échelle.

IV.2.3) Discrétisation de l’opérateur différentiel

La matrice de rigidité du laplacien a été construite dans la partie précédente en fonction des
fonctions de base sur lesquelles on projette la solution. On a observé en une dimension une
certaine stabilité en utilisant des filtres différentiels qui ne sont pas associés à la famille de
fonctions d’échelle dans laquelle on projette le problème. On résout le problème suivant :

ÂUJ = F̃J,

où la matrice de rigidité̂A est construite indépendamment des bases dans lesquelles on a les

coefficientsUJ et F̃J. On peut utiliser une discrétisation de Galerkin, ou de Petrov-Galerkin
(cf partieIV.1.1)), ou bien un schéma aux différences finies pour construireÂ ; les fonctions
sont projetées dans des bases de Daubechies, ou interpolantes.
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IV.3 Du multigrille à l’ondelette-multigrille

IV.3.1) Algorithme standard

Nous avons utilisé un algorithme en V-cycle. Le schémaIV.7 présente un cycle utilisant
deux résolutions. L’algorithme dans l’encadré suivant décrit un V-cycle. Le résiduDm

J est noté
d, etv[J] correspond àU

m
J sur le schémaIV.7, qui nous donne un cycle.

À chaque itération du V-cycle, on initialisev à 0 sur toutes les grilles ; on effectue une descente
de profondeurJ− j0, au cours de laquelle on définit à chaque étape le résidu (second membre
de l’équation). Sur le maillage grossier (dans nos testsj0 = 2), on résout le système linéaire
par une série d’itérations de Gauss-Seidel, puis on remonte jusqu’au maillage fin en corrigeant
l’erreur courante avec la solution obtenue sur le maillage précédent.
Dans le schéma classique,ν1 et ν2 (n1 etn2 dans le schéma précédent) sont fixés et indépen-
dants de la résolution. Cependant, lorsque l’on est sur une grille grossière, on peut faire plus
d’itérations de Gauss-Seidel, sans que cela coûte beaucoup plus cher. C’est pourquoi on fait
varier le nombre de lissages en fonction de la résolution.

u[J] = VCYCLE[u[J],A[J],f[J]]
Begin
v[:] = 0 ! Erreur nulle à toutes les échelles
d[J] = f[J] - A[J]u[J] ! Recherche d’une correction de u[J]: v[J]
For j = J, j0
n1 = 2**(J-j+1) ! n1 étapes de lissage Gauss Seidel (GS)
v[j] = GS[n1,v[j],d[j]]
d[j] = f[j] - A[j] v[j]
d[j-1] = I[j,j-1] d[j]

Endfor
n2 = 2**(J-j0+2) ! n2 étapes de lissage GS
v[j0-1] = GS[n2,v[j0-1],d[j0-1]]
For j = j0,J
n2 = 2**(J-j+2) ! n2 étapes de lissage GS
w[j] = I[j-1,j] v[j-1]
v[j] = v[j] + w[j]
v[j] = GS[n2,v[j],d[j]]

Endfor
u[J] = u[J] + v[J]

End
V-cycle standard. Le résidu est passé sur des bases de plus en plus grossières, en effectuant à

chaque foisν1 étapes de lissage. Le système linéaire est résolu exactement sur le maillage
grossier, puis on met à jour la solution sur des bases de plus en plus fines, en lissant à chaque

fois l’erreur.

IV.3.2) Analyse multirésolution et multigrille

L’idée de combiner ondelettes et multigrille a déjà été exploitée. Ainsi, Dahlke et Kunoth
[48] utilisent des vaguelettes, et construisent par un schéma de lifting une famille biorthogonale
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adaptée à l’approximation de l’opérateur sur le maillage grossier.
Yesilleten et Arias [159] ont également étudié l’interaction entre multigrille et AMR par le

biais des ondelettes interpolantes. Ils utilisent pour cela une formulation de Galerkin, et leur
algorithme, appelé algorithme deHopgrid , est assez voisin du notre. Leur étude se limite au
cas monodimensionnel, et nous n’avons pu comparer les deux algorithmes numériquement.

Vasilyev et al. [148] présentent dans leur algorithme utilisant des ondelettes de seconde
génération un schéma multigrille similaire au V-cycle présenté dans cette partie, avec pour
opérateurs de transfert des filtres interpolants. Les étapes de lissage sont effectuées par des
ordres moins élevés d’ondelette, et l’algorithme de résolution au niveau le plus bas est un
GMRES, ou un BI-CGSTAB. Il combine le calcul de grilles adaptées et la résolution sur une
grille fixée par un V-cycle.
L’algorithme standard présenté dans la section précédente effectue des opérations de lissage de
la solution courante, avant d’en calculer le gradient et de résoudre sur un maillage plus grossier
le système obtenu. La qualité des opérateurs de restriction issus des familles d’ondelettes nous
a poussé à éliminer ces étapes de lissage. L’algorithme obtenu, que nous nommerons “Halfway
V-Cycle” compte tenu de ces changements, est présenté dans l’encadré suivant.
On corrige l’erreur v[J] en lissant ses composantes à chaque étape de la décomposition en
ondelettes du résidu, puis l’on remonte en faisant à chaque étapeν2 lissages. Nous contreba-
lançons le gain d’opérations de lissages à la descente par un doublement du nombre de lissages
au moment de la reconstruction de l’erreur, conservant ainsi le nombre global d’opérations.

u[J] = HALFWAY[u[J],A[J],f[J]]
Begin
v[:] = 0 ! Erreur nulle à toutes les échelles
d[J] = f[J] - A[J]u[J]
d[:] = FWT[j0,d[J]] ! Coefficients en ondelette jusque j0
For j = j0,J
n2 = 2*2**(J-j+1)
v[j] = GS[n2,v[j],d[j]] ! d[j] développement dans V_j
v[j+1] = I[j,j+1]v[j]
d[j+1] = I[j,j+1]d[j]
Endfor
u[J] = u[J] + v[J]
End

Halfway V-cycle, présenté dans [75]. Les filtres des fonctions d’échelle possèdant de bonnes
propriétés passe-bas, on n’effectue plus de lissageν1 dans la descente, mais seulement dans

la mise à jour de la solution.

IV.3.3) Comparaison entre le V-cycle et la méthode Halfway

Les tests des figuresIV.9 et IV.10 sont faits sur 1283 points, avec comme solution sin(30πx)
sin(30πy)sin(30πz), sur[0,1[3. On a utilisé un cycle de profondeur 4. Les deux méthodes ont
le même comportement de convergence pour ce type de solution, et c’est la qualité du filtre de
différentiation qui détermine l’ordre de la méthode : dans les deux figures, la meilleur solution
est d’utiliser des différences finies plutôt que le filtre correspondant aux fonctions de base. On
distingue trois types de comportements asymptotiques (dans les deux figures). Le premier type
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FIG. IV.9 – Erreur L2 en fonction du nombre de V-cycles, selon l’algorithme multigrille stan-
dard. Le filtre de différentiation est celui associé à la famille de discrétisation (D10s, D8, etc),
sauf dans deux cas où l’on utilise des différences finies d’ordre 6 (FD6). D8e désigne une
famille de Daubechies d’ordre 4, et D8s une famille de Symmlets du même ordre.

FIG. IV.10 – Erreur L2 en fonction du nombre de V-cycles, pour notre algorithme. Le filtre de
différentiation est celui associé à la famille de discrétisation (D10s, D8, etc), sauf dans deux
cas où l’on utilise des différences finies d’ordre 6 (FD6).
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correspond à une méthode de Galerkin avec des fonctions de base d’ordre 4 (D8e), ou à une
méthode de Petrov-Galerkin avec des fonctions primales d’ordre 6, et duales d’ordre 4 (I6L4).
Dans le deuxième cas, il s’agit des famillesD10s et I8L2, soit d’ordres respectivement 5 et
(8,2). L’erreur est plus petite pourI8L2, sans doute grâce au fait que les fonctions d’échelle
interpolantes possèdent des moments nuls, et pas les fonctions de Daubechies.
Le troisième utilise le filtre de différences finies d’ordre 6. Nous n’avons pas affiché la courbe
I6L2, qui donne le même comportement asymptotique queI6L4, la convergence étant un peu
plus longue. Dans les deux cas, comme dans celui deD10s−FD6, on obtient la même erreur
asymptotique en 5.10−9. Le facteur déterminant pour la résolution de l’équation de Poisson
est donc l’ordre du filtre de différentiation. Ici, nous montrons que dans les deux méthodes, les
différences finies permettent d’avoir un très bon résultat.

FIG. IV.11 – Nombre de V-cycles en fonction de la résolution, pour atteindre l’erreur10−3

sur une solution gaussienne e−r2/16.

Les figuresIV.11 etIV.12 sont réalisées pour une solution gaussiennee−r2/16. Cette solution
est suffisamment lisse pour que pour toutes les résolutions et tous les ordres de filtres testés,
on atteigne au moins l’erreurL2 10−3 avec la solution exacte. Nous avons tracé pour chaque
résolution la courbe de l’erreur en fonction du nombre de V-cycles. Nous avons ensuite pris
l’abscisse correspond à l’erreur 10−4, ce qui explique que le nombre de V-cycles n’est pas un
entier.

La méthode V-cycle a un meilleur comportement asymptotique que la méthode Halfway :
en effet, le nombre de V-cycles à effectuer lorsque 2J augmente tend à être compris entre
1 et 2, et plus favorablement vers 1. L’utilisation d’un filtre de différences finies donne les
meilleurs résultats. L’ordre de la famille duale est également importante : en effet, la conver-
gence est meilleure pour une famille de Daubechies d’ordre 5 (D10sym) que pour une méthode
de Petrov-Galerkin utilisant une famille interpolante liftée dont la duale est d’ordre 2.

Le tableauIV.5 illustre les temps de convergence pour les deux algorithmes pour une erreur
de 10−4 sur la solution. Celle-ci est régulière, et modélise le type de solution que nous aurons
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FIG. IV.12 – Nombre de Halfway V-cycles en fonction de la résolution, pour atteindre l’erreur
10−3 sur une solution gaussienne e−r2/16.

à trouver dans le cas des équations de Kohn-Sham. Comme cela est expliqué dans le chapitre
VI , nous prendrons généralement 2J = 64 ou 128 pour résoudre le système autocohérent. Dans
ces cas, les deux méthodes avec multigrille sont très rapides. En théorie, le temps doit être pro-
portionnel au nombre de points de la discrétisation. Cette loi n’est pas respectée ici pour de
grandes résolutions (entre 128 et256, le facteur entre les temps de calculs est supérieur à 8, de
l’ordre de 12). Cela n’est pas dû au temps de calcul, mais plutôt au temps d’accès à la mémoire.
La méthode V-cycle est plus rapide que celle que nous proposons, mais globalement les temps
de calcul sont du même ordre de grandeur.

64 128 256

Halfway I6L2 1.43 11.42 127.23

V-cycle I6L2 1.45 17.09 135.66

Halfway I6L2 - FD6 .83 10.41 124.95

V-cycle I6L2 - FD6 .8 9.56 68.75

TAB . IV.5 – Temps cpu (en secondes) pour résoudre l’équation de Poisson avec une erreur de
10−4, pour différentes résolutions.

En conclusion, nous obtenons deux méthodes combinant ondelettes et multigrille pour ré-
soudre l’équation de Poisson. La première est un V-cycle classique, la deuxième exploite les
propriétés de passe-bande des filtres de fonctions d’échelle. Dans les deux cas, c’est la qualité
du filtre de différentiation qui détermine la qualité de la solution.
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V
RÉSOLUTION AUTOCOHÉRENTE DES

ÉQUATIONS DEKOHN ET SHAM

Nous disposons maintenant des principaux ingrédients pour déterminer l’énergie et la den-
sité de l’état fondamental d’un système électronique. Dans les deux premiers chapitres, nous
avons explicité la forme de l’hamiltonien, et en particulier le potentiel moyen auquel sont
soumises les orbitales. Après avoir présenté les différentes bases utilisées actuellement pour
résoudre un tel système, nous avons introduit les ondelettes, famille de bases dont les proprié-
tés de compression, de localisation dans l’espace spatial et de Fourier, et enfin de mise en place
d’algorithmes rapides, permettraient d’améliorer notablement la complexité et la convergence
des programmes de calculs de structures électroniques. Nous avons notamment introduit dans
le chapitreIV le formalisme de résolution en trois dimensions de l’équation de Poisson, en
ayant mis en avant la propriété de préconditionnement du laplacien en base d’ondelettes. La
propriété de passe-bas du filtre de fonctions d’échelle a également permis de mettre au point
un algorithme combinant ondelettes et multigrille.

Ce chapitre détaille la mise en oeuvre de l’algorithme de résolution du problème autocohé-
rent. On recherche l’état fondamental d’un système composé d’un nombre finiK de noyaux
et deN électrons en utilisant la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (sectionI.2.3), page
33).

Nous supposons que les grandeurs du problème (la densitéρ, le potentielVKS, les orbitales
ψi) ont des supports contenus dans un ouvertΩ. Dans une première partie, nous justifions ce
choix, et en se ramenant à l’étude de ces fonctions sur le toreT = (R/Z)3, nous écrivons le
système de Kohn et Sham pour des fonctions définies surT. Un algorithme de résolution de
ce système sera proposé.

Dans une deuxième partie, nous détaillons les différentes étapes de cet algorithme. Bien
que nous cherchions les orbitales dans une base orthogonale, la matrice de rigidité associée à
l’opérateur potentiel n’est pas obtenue par une formulation de Galerkin : on utilise un opérateur
approché, qui fera de notre méthode une méthode de collocation.
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V.1 Équations de Kohn et Sham sur le toreT
On rappelle que dans la DFT, on veut déterminer la densité électroniqueρ et l’énergie to-

tale E d’un système composé deK noyaux positionnés enRα, et deN paires d’électrons1

remplissantocc couches successives d’énergie. On calcule égalementNu états non occupés,
encore appelés étatsvirtuelsdans la littérature. Cela signifie que l’on détermine également les
orbitalesψi , aveci = occ+ 1, . . . ,occ+ Nu, et que ces orbitales n’interviennent pas dans la
construction du potentiel de l’hamiltonien. Si l’on noteNt = occ+Nu le nombre total d’orbi-
tales, alors la densité électronique s’écrit :

ρ = 2
occ

∑
i=1

ni |ψi |2,
occ

∑
i=1

ni = N, 0 6 ni 6 1. (V.1)

ou alors ρ = 2
Nt

∑
i=1

ni |ψi |2 , en prenant lesni = 0 pouri = occ+1,Nt .

A priori, la densitéρ et les orbitalesψi sont définies surR3. Les noyaux étant localisés dans
l’espace, le potentiel attractifV qu’ils génèrent sur les électrons ainsi queρ et ψi le sont
aussi : on suppose qu’assez loin des noyaux, ces grandeurs tendent vers 0, c’est-à-dire qu’elles
satisfont l’hypothèse suivante :

Hypothèse V.1.1 (Localisation spatiale d’une fonctionf ) En plaçant les K noyaux du sys-
tème dans un voisinage de l’origine du repère deR3, et à condition de prendre un réel L> 0
assez grand, alors f nulle au delà de la sphère de centre0 et de rayon L :

∃L > 0,∀ L < |r | , | f (r)|= 0.

Dès lors, on suppose que la densitéρ, les orbitalesψi , et V vérifient cette hypothèse2

sur l’ouvert Ω =]0,L[3 (on positionne l’ensemble des atomes au milieu de la boîte). Pour

ψi ∈ H2(Ω) et orthonormées dansL2(Ω), c’est-à-dire
Z

Ω
ψi ψ∗

j dr = δi, j , on aρ ∈ L1(Ω), et

il s’agit de calculer l’énergie totale :

E [ρ] = −2
occ

∑
i=1

ni

Z
Ω

ψi(r)
1
2

∆ψi(r)dr +
Z

Ω
VKS[ρ]ρ(r)dr

−1
2

Z
Ω

VC(r) ρ(r) dr −
Z

Ω
Vxc[ρ] ρ(r) dr +

Z
Ω

εxc[ρ] ρ(r) dr .

Le potentiel de Kohn et ShamVKS se décompose en trois termes :

V(r) = −
K

∑
α=1

Zα
|r −Rα|

, (V.2)

VC t.q. ∆VC = −4πρ, (V.3)

Vxc[ρ] = εxc[ρ(r)]+ρ(r)
∂εxc

∂ρ
, (V.4)

1Il s’agit deN électrons au total, et pas par noyau.
2numériquement, il sera nécessaire de couper le potentielV qui, se comportant en 1/|r |, est de longue portée.
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où εxc est calculé selon l’approximation de Padé (II.2), page41. Les{εi ,ψi}i=1,Nt sont solu-
tions de :

H [ρ] ψi = εi ψi ,

H [ρ] = −1
2

∆+V(r)+VC[ρ(r)]+Vxc[ρ(r)] ∀r ∈ Ω. (V.5)

Pour effectuer un calcul de structures électroniques à l’aide de la DFT, d’autres méthodes
peuvent être utilisées. Ainsi, Arias et Ismail-Beigi [6, 94] définissent la fonctionnelle énergie
L comme un lagrangien dépendant non seulement desoccorbitalesψi , mais aussi du potentiel
électrostatiqueVC :

L({ψi},VC) =−1
2

occ

∑
i=1

fi

Z
Ω

ψi(r) ∆ψi(r) dr +
Z

Ω
(V + εxc) ρ(r) dr

−
Z

Ω
VC(r)(ρ(r)−ρ0) dr − 1

8π

Z
Ω
|∇VC(r)|2 dr . (V.6)

Les fi valent respectivement 2ni . On retrouve les mêmes formes pour les énergies issues du
potentiel d’interaction avec les ionsV (V.2), et du terme d’échange-corrélationεxc

3. Dans [94],
ce sont les pseudo-potentiels de Kleinman et Bylander [98] qui sont utilisés pour formerV,
avec des parties non locales. On prend dansL explicitement en compte le fait que l’on utilise
des conditions aux bords périodiques, en introduisant la constanteρ0, ce qui signifie que l’on
résout l’équation de Poisson avec le second membre de moyenne nulle. Le dernier terme, si-
gnifiant que l’on chercheVC tel que la moyenne de son laplacien soit nulle, est encore appelé
self energydu potentiel de HartreeVC. On obtient en dérivant la fonctionnelleL par rapport
aux orbitalesψi et àVC le système d’équations de Kohn et Sham d’hamiltonienH défini par
(V.5), couplé avec l’équation de Poisson (V.3). Après avoir introduit notre algorithme, et lors
de la discrétisation du système d’équations, nous présentons la méthode utilisée par Arias et
al, et la comparons à la nôtre.

Puisque les fonctions sont nulles aux bords deΩ, nous pouvons considérer qu’elles vivent
sur le tore(R\LZ)3, c’est-à-dire quelles sont périodiques surΩ. Les AMR que nous avons
introduites dans le chapitreIII sont des AMR deT = (R/Z)3. Il existe plusieurs manières
d’exprimer à partir des fonctions de base surT des fonctions de(R/LZ)3. Nous avons choisi
de considérer ces dernières comme des dilatations de fonctions deT. La prochaine section
détaille la forme des équations de Kohn et Sham adimensionnalisées. Nous présentons ensuite
l’algorithme autocohérent, en précisant le passage deΩ à Ω1 =]0,1[3.

V.1.1) Adimensionnalisation du système

On définit le changement de variable suivant :

Définition V.1.2 Soit f ∈ L2((R/LZ)3), L > 0. On peut écrire f comme la dilatation d’une
fonctionL f de l’espace L2(T), oùT est le tore(R/Z)3 :

∀(X,Y,Z) ∈ (R/LZ)3, f (X,Y,Z) = f (Lx,Ly,Lz) = L f (x,y,z), (x,y,z) ∈ T.

3Le termeεxc(ρ) est l’énergie d’échange-corrélation par électron dans un gaz d’électron uniforme, et l’énergie
d’échange-corrélation d’un système de densitéρ s’écrit Exc(ρ) =

R
Ω εxc(ρ) ρ(r) dr .
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Nous effectuons toute l’analyse pour les fonctionsL f , sur l’ouvertΩ1 =]0,1[3. En particulier,
les orbitales sont normalisées pour la normeL2(Ω) :

‖ ψi ‖2
L2(Ω) =

Z
Ω
|ψi(X,Y,Z)|2dXdYdZ= L3

Z
Ω1

|ψi(Lx,Ly,Lz)|2dxdydz,

= L3
Z

Ω1

|Lψi(x,y,z)|2dxdydz= L3 ‖L ψi ‖2
L2(Ω1)

= 1.

La densitéLρ associée a donc pour normeL1 2N
L3 , et dans le calcul de l’énergie cinétique de

chaque orbitaleψi apparaît un facteur 1/L2 :

ec(ψi) =
< ψi | − 1

2∆ | ψi >

< ψi | ψi >
=

R
Ω ψi(X,Y,Z)

(
−1

2∆
)

ψi(X,Y,Z)dXdYdZ

‖ ψi ‖2
L2(Ω)

=
L

R
Ω1

Lψi
(
−1

2∆
)

Lψi

L3 ‖L ψi ‖2
L2(Ω1)

=
1

2L2

R
Ω1

(∇Lψi)2

‖L ψi ‖2
L2(Ω1)

.

Ce facteur1
L2 apparaît dans le terme cinétique de l’hamiltonien. Pour le potentiel extérieurV,

cela revient juste à faire une dilatation d’un facteurL. Pour le potentiel d’échange-corrélation,
défini sous forme intégrale, apparaît un facteurL3. Le potentiel coulombien (de Hartree)VC

est résolu surΩ1 :

−∆VC(X,Y,Z) = 4πρ(X,Y,Z) ∀ (X,Y,Z) ∈ Ω

− 1
L2 ∆VC(Lx,Ly,Lz) = 4πρ(Lx,Ly,Lz) ∀ (x,y,z) ∈ Ω1

− 1
L2∆ LVC = 4π Lρ sur Ω1.

On supposera queLρ∈H−1(Ω1), et alorsLVC ∈H1(Ω1). On détermine la solutionVC associée
au second membre de moyenne nulle, c’est-à-dire que l’on effectue un décalage deN

L3 de la
densité. Numériquement, nous obtiendrons aux bords de la boîte[0,1[3 que le potentielLVC est
assez petit (de l’ordre de 10−4) loin des noyaux, mais pas nul. Il est donc légèrement décalé par
rapport au potentiel coulombien attendu, ce qui induit également un décalage dans l’évaluation
des énergies. Nous présentons dans le chapitreVI la limite physique de ce modèle.

On applique l’hamiltonien de Kohn et Sham à des fonctions définies surΩ1 :

LH [ Lρ] =− 1
2L2∆+L V(r)+L VC[ Lρ(r)]+ LVxc[ Lρ(r)] ∀r ∈ T. (V.7)

et l’on veut trouver lesoccorbitalesLψi orthogonales solutions de

∀i = 1,Nt ,
LH Lψi = εi

Lψi . (V.8)

On résout donc le système surΩ1, et on en déduit la densité et l’énergie fondamentale du
système défini surΩ. La partie suivante donne l’algorithme de résolution de ce système auto-
cohérent. On explicite le passage deΩ àΩ1 à chaque étape, en privilégiant les notations surΩ
pour plus de clarté.

114



V.1. ÉQUATIONS DE KOHN ET SHAM SUR LE TORET

V.1.2) Algorithme de résolution

Le problème à résoudre est un problème autocohérent : l’hamiltonien dépend des orbitales
ψi , i = 1, . . . ,occ par l’intermédiaire deρ (V.1). Nous avons choisi de programmer cet al-
gorithme par une méthode itérative de recherche de point fixe. La figureV.1 schématise les
différentes étapes d’une itération. La question de la convergence d’un tel algorithme sera dis-
cutée dans la sectionV.2.5), page137.

Lρ̃n

HAM

Équation de Poisson

−∆ LVn
C = 4π Lρ̃n

Potentiel d’échange-corrélation

LVxc[ Lρ̃n]

LH [ Lρ̃n]
DIS

Hn[ Lρ̃n]
DIAG

{εn+1
i , LΨn+1

i }
ÉN

EnLρn+1 = 2
occ

∑
i=1

ni | Lψn+1
i |2

?

?

?
PPPPPPq

PPPPPPq

������)

������)

PPPPPPq

?

CVG

Si || Lρ̃n − Lρn+1|| > τ
Calcul de Lρ̃n+1

Sinon

arrêt de l’algorithme

FIG. V.1 – Algorithme de résolution des équations de Kohn et Sham

Étape HAM : construction de l’hamiltonien pour une densité donnée

On suppose en entrée de l’itérationn disposer de la densité̃ρn. La première étape de l’al-
gorithme est de construire l’hamiltonienH [ρ̃n] en fonction des potentiels dépendants de cette
densité,VC etVxc, à partir de la formule (V.5). On détaille ici les quatre termes de l’hamilto-
nien :
• Le laplacien−1

2∆.
• Le potentielV créé par les noyaux, défini par (V.2). L’utilisation d’un pseudo-potentiel

élimine les singularités en chaque noyau, et prend éventuellement en compte les électrons
de cœur, c’est-à-dire les électrons les plus proches du noyau :

∀ r ∈ Ω, V(r)∼
K

∑
α=1

Vα
loc(r −Rα),
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avecVα
loc le pseudo-potentiel défini par (éq. (II.3), page42) :

Vα
loc(r) =−Zα

|r |
er f

(
|r |√
2 r loc

)
+e

− 1
2( |r |

rloc
)2
(

C1 +C2(
|r |
r loc

)2 +C3(
|r |
r loc

)4 +C4(
|r |
r loc

)6
)

,

(V.9)
oùer f est la fonction de répartition de la loi normale définie page42, et les constantesCi

et r loc données pour tous les éléments de la classification périodique dans l’article [92].
Le potentielVα

loc est donc moins profond autour deRα, ce qui implique :

V <
K

∑
α=1

Vα
loc(.−Rα).

D’autre part, le comportement deVloc est en 1/|r |, et donc à longue portée. Comme nous
nous plaçons dans un ouvertΩ avec conditions aux bords périodiques, il est nécessaire
de couperVloc en lui appliquant une fenêtre, comme il a été question dans le chapitreII ,
page50. Nous approcherons donc le potentielV par le potentiel̃V :

∀ r ∈ Ω, Ṽ(r) =
K

∑
α=1

Vα
loc(r −Rα)

1+e β (r−Rα−x0)
. (V.10)

Le paramètrex0 est la distance au noyau à partir de laquelle le potentiel est annulé, etβ
est un paramètre de lissage de la fenêtre. On a donc :

K

∑
α=1

Vα
loc(.−Rα) < Ṽ.

La densité̃ρn est définie comme une densité de probabilité, et est donc positive. Dès lors,
l’énergie associée à̃V sera plus grande algébriquement que l’énergie associée àV :Z

Ω
V(r)ρ̃n(r)dr <

Z
Ω

Ṽ(r)ρ̃n(r) dr .

D’autres pseudo-potentiels pourraient être implémentés, comme par exemple celui de
l’article de Harrison et al. [89]. Ce type de potentiel est relativement doux, c’est-à-dire
qu’il est peu profond autour des noyaux, (moins attractif), et permet d’obtenir des orbi-
talesψi plus lisses.

• Le potentiel de HartreeVC (V.3) est déterminé en résolvant l’équation de Poisson. On
utilise pour cela un des algorithmes présentés au chapitreIV. Nous avons dans un premier
temps intégré l’algorithme à base d’ondelettes, utilisant la méthode itérative Gmres.

• Le potentiel d’échange-corrélationVxc[ρ̃n] se calcule à partir de l’énergie d’échange-

corrélation d’une particuleεxc[ρ̃n] (V.4). En posantrs = (
3
4π

)1/3(ρ̃n)−1/3, alors cette

énergie vaut :

εxc(rs) =− a0 +a1 rs+a2 rs
2 +a3 rs

3

b1 rs+b2 rs
2 +b3 rs

3 +b4 r4
s
. (V.11)

Les coefficientsai et bi figurent dans l’article [92]. Pour ce terme, il est donc nécessaire
de connaître les valeurs aux points de discrétisation deρ̃n. La somme des trois potentiels
est égale au potentiel de Kohn et Sham :

VKS = Ṽ +VC +Vxc.
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Le potentiel de Kohn et ShamVKS est exprimé surΩ =]0,L[3. Après un changement de
variable nous ramenant surΩ1 =]0,1[3, ( ∀ r ∈ Ω, VKS(r) = LVKS(r ′), ∀r ′ ∈ Ω1 ), on
obtient un système d’équations adimensionnalisé.

La densité̃ρ étant une somme des modules au carré des orbitales, on la calcule, notamment
dans les codes utilisant des ondes planes, avec une résolution deux fois plus fine que celle
utilisée pour résoudre le problème aux valeurs propres4. Le calcul du potentiel d’échange-
corrélationVxc nécessite de plus de connaître les valeurs aux points de la densité. En entrée de
cette étape, on connaît la projection deLρ̃n sur la base de collocationΘ]

J+` = {Θ]
J+`,k}k∈ΩJ+`

,

notéeI ]
J+`

Lρ̃n, et on calculeI ]
J+`

LVn
C et I ]

J+`
LVn

xc. Si on noteΩJ+` = [0,1, . . . ,2J+`−1]3 les

23(J+`) indices des fonctions de base deVt2
J+` , alors on construit< LVn

KS | Θ̃]
J+`,k>, pour

k ∈ ΩJ+`. On obtient ainsi :

LH [ Lρ̃n] =− 1
2L2∆+ I ]

J+`
LVn

KS(r), I
]
J+`

LVn
KS(r) = ∑

k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) Θ]

J+`,k(r).

Dans la partieV.2.1), nous détaillons la construction de l’opérateur
LH [ Lρ̃n], et son calcul dans la base de collocationΘ]

J+` .

Étape DIS : discrétisation du système

On associe à l’opérateurH [ρ̃] la forme bilinéaire symétrique suivante :

hρ̃(u,v) =
1
2

Z
Ω

∇u∇v dr +
Z

Ω
Ṽ u v dr +

Z
Ω

VC[ρ̃(r)]u v dr +
Z

Ω
Vxc[ρ̃(r)]u v dr . (V.12)

On suppose quehρ̃ est définie surH1(Ω)×H1(Ω). Sous forme faible, les équations de Kohn
et Sham s’écrivent :

Trouver(εn+1
i , ψn+1

i )i=1,Nt solutions de :

∀ v∈ H1(Ω), hρ̃n(ψn+1
i ,v) = εn+1

i

Z
Ω

ψn+1
i vdr .

Si on fait le changement de variabler = L r ′, alors le problème s’écrit :

Trouver(εn+1
i , Lψn+1

i )i=1,Nt solutions de :

∀ v∈ H1(Ω1), L3
Z

Ω1

LH [ρ̃n] Lψn+1
i v dr ′ = L3 εn+1

i

Z
Ω1

Lψn+1
i v dr ′.

Nous allons chercher les solutionsLψn+1
i dans l’espace orthogonalVt1

J de dimension 23J :

Pt1
J

Lψn+1
i = LψJ

i = ∑
k

ci
J, k ΦJ,k .

4Cela a été explicité dans le chapitreII , page47.
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Cet espaceVt1
J diffère de celui utilisé pour exprimer les potentiels,Vt2

J , car nous voulons com-
biner une AMR interpolante pour traiter la non linéarité deVxc, et une AMR orthogonale dans
laquelle la procédure de diagonalisation est peu coûteuse. Les fonctions tests sont également
les fonctions de base deVt1

J : la discrétisation ressemble à une méthode de Galerkin, dans
laquelle on construit la matrice de rigidité

Hn
k,k′ =

Z
Ω1

LH [ρ̃n] ΦJ,k(r) ΦJ,k′(r) dr .

Cependant, pour traiter la non linéarité du potentiel, nous effectuons un changement de base
(deVt1

J àVt2
J+` ) pour appliquer le potentiel à l’orbitale. Nous considérons doncHn (du moins

la partie potentielleBn) sous une forme approchée, par le biais d’une méthode de collocation.
L’intérêt d’une telle méthode est la rapidité de calcul qui dépend linéairement des supports
des filtres des famillest1 et t2 : on peut en particulier utiliser une famille de Coiflets, dont
le support est plus long qu’une famille de Daubechies pour le même ordre, sans augmenter
drastiquement le temps de calcul.

La partieV.2.2)est consacrée à la construction de
Hn selon une méthode de collocation.

Étape DIAG : détermination des plus petites valeurs propres et des vecteurs propres as-
sociés

On cherche les plus petites valeurs propresεi de l’opérateur linéariséH [ρ̃n]. Ces valeurs
propres appartiennent au spectre de l’hamiltonien, que nous définissons par :

Définition V.1.3 (Ensemble résolvant et spectre d’un opérateur)SoitHλ l’opérateur défini
sur le domaine D(H ) = H2(Ω) par :

Hλ = λI −H [ρ̃n].

L’ensemble résolvant deH [ρ̃n], noté n(H [ρ̃n]) est composé desλ ∈ C tels que :
– Hλ(D(H )) est dense sur L2(Ω).
– H −1

λ existe et est continu sur L2(Ω).

L’ensemble complémentaire den(H [ρ̃n]) dansC est notéσ(H [ρ̃n]), et il est définit par :

Définition V.1.4 Le spectre de l’opérateurH [ρ̃n] est la réunion de trois ensembles disjoints :
• Le spectre discretσp est composé desλ ∈ C tels queHλ est non inversible.
• Le spectre continuσc est composé desλ ∈C tels queH −1

λ est non borné dans L2(Ω), de
domaine dense dans L2(Ω).

• Le spectre résiduelσr est composé desλ ∈C tels queH −1
λ existe, de domaine non dense

dans L2(Ω).

Nous conjecturons, avec l’hypothèse de localisation spatiale des potentiels composant l’opé-
rateur et en supposant qu’ils sont réguliers que l’opérateur est compact. Si cette conjecture est
vraie, alors Dautray et Lions [54] montrent que le spectre de l’hamiltonien est discret et réel,
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c’est-à-direσ = σp∪{0}, et que l’ensemble des valeurs propres peut être rangé en une suite
réelle convergeant vers 0. Ces valeurs propres s’écrivent :

Pour i = 1, . . . ,Nt , εn+1
i =

< ψn+1
i , H [ρ̃n] ψn+1

i >

< ψn+1
i ,ψn+1

i >
.

Dans la mesure où nous ne sommes pas à même de démontrer rigoureusement la propriété
de compacité deH [ρ̃n], nous nous contenterons de supposer qu’il existe des valeurs propres
discrètes pourH [ρ̃n], et que la méthode variationnelle que nous utilisons nous permet de les
calculer. Évidemment, la discrétisation du problème induit que toutes les valeurs numériques
trouvées seront discrètes. Nous verrons comment les calculer, en fonction de la manière dont
on calcule la matrice de rigiditéHJ de l’hamiltonien.

Pour l’instant, nous avons observé numériquement le spectre de l’hamiltonien. Pour les
opérateurs que nous avons construits, les énergies sont négatives et associées à des orbitales
qui ne respectent pas forcément les symétries des fonctions d’onde électroniques. Nous rap-
pelons que la théorie de la fonctionnelle de la densité nous permet de découpler le problème à
2N électrons enoccproblèmes à une orbitale, et que ces orbitales n’ont plus de signification
physique :l’espace des solutions des équations de Kohn et Sham n’est pas inclus dans l’espace
des solutions de l’équation de Schrödinger.

Dans la partieV.2.3), on présente différents algorithmes de détermination
desNt plus petites valeurs propresεn+1

i deHn et des vecteurs propres asso-
ciésLψJ

i .

Étape ÉN : construction de la nouvelle densité, et calcul de l’énergie totale associée

On détermine la nouvelle densitéρn+1 selon la formule :

ρn+1 = 2
occ

∑
i=1

ni |ψn+1
i |2.

Comme nous allons voir dans la partie suivante CVG, lesni sont tels que l’on respecte l’Aufbau
principe, c’est-à-dire que l’on remplit entièrement les couches électroniques en commençant
par celles de plus petite énergie. Les orbitalesLψn+1

i sont exprimées dansVt1
J , et l’on cherche

la densité dans un espace de collocationVt2
J+` , i.e. on évalueI ]

J+`
Lρn+1. Sachant qu’à l’étape

précédente nous avons calculé les valeurs propresεn+1
i , on peut former l’énergie totale :

En = 2
occ

∑
i=1

ni εn+1
i − 1

2

Z
Ω

VC[ρ̃n](r)ρn+1(r) dr +Exc[ρn+1]−
Z

Ω
Vxc[ρ̃n] ρn+1(r) dr . (V.13)

Dans la partieV.2.4), nous calculons la densitéρn+1 et
l’énergie du système à l’itérationn, En.
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Étape CVG : critère de convergence pour l’algorithme autocohérent

On a construit dans la partie précédente une nouvelle densitéρn+1 selon l’Aufbauprincipe.
L’algorithme a convergé lorsque la différence est inférieure àτ fixé :

‖ ρn+1− ρ̃n ‖26 τ.

S’il n’a pas convergé, il faut calculer une autre densité d’entréeρ̃n+1 . On utiliseraρ̃n+1 =
ρn+1. Cette méthode est appelée algorithme de Roothaan [127]. Pour justifier les propriétés
de convergence d’un tel algorithme, nous nous référons à la thèse de Éric Cancès [31] en
formalisant le problème de la manière suivante : on cherche un algorithme de minimisation
de l’énergie totaleE . Jusqu’à présent, nous avons formuléE en fonction des orbitalesψi

et de la densitéρ. Il est possible d’unifier les notations, en introduisant l’ensembleB des
configurations d’orbitales :

B = {Φ = {ψi}16i6Nt , ψi ∈ H1, < ψi , ψ j >= δi, j , ∀ i, j = 1, . . . ,Nt}.

À chaque élémentΦ = {ψi}i=1,Nt deB, on associe l’opérateur densité :

D =
Nt

∑
i=1

ni < ψi |. > ψi ,

la matrice densitéτ(r , r ′) = 2
Nt

∑
i=1

ni ψ∗
i (r) ψi(r ′) , et la densitéρ = τ(r , r) = 2

Nt

∑
i=1

ni |ψi |2(r) .

Dans notre convention (closed shell), lesni sont compris entre 0 et 1. Un simple calcul montre
alors queD2 6 D. Si l’on introduit de plus la trace d’un opérateurA défini surB par :

Tr(A) =
Nt

∑
j=1

A ψ j ,

alors on obtientTr(D) = N, N étant le nombre de paires d’électrons. La minimisation de
l’énergie de Kohn et Sham s’écrit dans ce formalisme :

TrouverD avecD2 6 D et Tr(D) = N qui minimise

E(D) = 2Tr(HD)+Tr(J(D)D)+Exc(D),

avec

H = −1
2

∆+V, J(D) = VC[ρ](r) =
Z

Ω

ρ(r ′)
|r − r ′|

dr ′,

Exc(D) =
Z

Ω
εxc(ρ) ρ dr .

Cette formulation permet d’exprimer le problème en fonction d’une inconnue,D. Dans notre
schéma, on suppose à l’itérationn queD̃n est donnée. On construit alors l’opérateur associé,
dit opérateur de Fock :

F (D̃n) = H +J(D̃n)+Fxc(D̃n),
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où Fxc est l’opérateur potentiel d’échange-corrélation associé à l’énergieExc. Nous le pren-
drons dans l’approximation de la densité locale égal à :

Fxc[D̃n] = Vxc[ρ̃n] = εxc[ρ̃n]+ ρ̃n ∂
∂ρ

εxc[ρ̃n].

Le problème de minimisation peut s’écrire avec l’opérateur de FockF par :

inf
D

{
Tr(F (D̃n)D)

}
, (V.14)

avecD tel queD2 6 D et Tr(D) = N. L’existence d’une solution est liée à l’existence de
Nt valeurs propres de l’opérateur de FockF . En discrétisant cet opérateur dans un espace de
dimension finie, nous sommes sûrs de trouver des états propres. L’unicité de la solution dé-
pend de la multiplicité du dernier état propre : en effet, si l’espace propre associé à la valeur
propreεocc est dégénéré, et pas totalement rempli, alors l’étatocc+ 1 a la même énergie, et
on peut trouver au moins deux orbitales différentesψocc telle que la densité associée minimise
l’énergie totale.

Pour l’algorithme de Roothaan, on choisitD̃n+1 = Dn ; l’opérateur densité en sortieDn est
construit selon l’Aufbauprincipe (c’est-à-dire en peuplant les niveaux de plus petite énergie).
Si on supposeque le problème est bien posé, alors Cancès [31] montre que l’algorithme de
Roothaan peut converger de deux manières possibles :

– Ou bien il converge vers un uniqueD f , et alors le minimum de l’énergieE est atteint en
D f .

– Ou bien il converge vers un cycle, i.e. vers un coupleD2 f ,D2 f+1 tel que la solution du
problème (V.14) pour l’opérateur de FockF (D2 f ) soit D2 f+1, et inversement. Dans ce
cas, niD2 f ni D2 f+1 n’est une solution du problème de minimisation deE .

Une illustration de ces deux cas est donnée dans la figureV.2. Dans la mesure où nous étudions
pour l’instant de petits systèmes (dans ce manuscrit sont présentées des simulations pour un
atome, et quelques électrons), cet algorithme a jusqu’à présent convergé vers le minimum de
l’énergie. Cela se justifie par le fait que pour de petits systèmes électroniques, le terme non
linéaireVxc n’est pas important.
Pour de plus gros systèmes il est nécessaire de faire appel à des algorithmes plus complexes.
Nous citons notamment la méthode de Pulay [125], appeléeinversion directe dans l’espace
d’itération (DIIS) , et celle proposée par Cancès et al.,ODA Optimal Damping Algorithm
([33, 34, 35, 36]). Ces méthodes sont utilisées autant dans l’approximation de Hartree-Fock,
que dans le cadre de la DFT. En particulier, Cancès [32] montre que cet algorithme converge
inconditionnellement vers le minimum de l’énergieE dans le cadre de la DFT. Cet algorithme
de relaxation des contraintes se présente de la manière suivante :

1. À partir deD̃n, former l’hamiltonienH [D̃n], le diagonaliser, et en déduireDn+1 selon
l’ Aufbauprincipe. Cela correspond aux étapes HAM , DIS et DIAG.

2. Étape CVG : Utiliser un algorithme de descente pour déterminerD̃n+1 : c’est l’opérateur

densité qui minimise l’énergieE sur le segment Seg
[
D̃n,Dn+1

]
:

D̃n+1 = arginf
{

E [D̃], D̃ ∈ Seg
[
D̃n,Dn+1

]}
.
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FIG. V.2 – Convergence du système autocohérent (à gauche), et cas d’un système oscillant (à
droite) selon l’algorithme de Roothaan.

Il s’agit donc de minimiserE [λ D̃n +(1−λ) Dn+1], λ ∈ [0,1]. Cette énergie, calculée dans
l’étape ÉN, se sépare en deux termes : on peut calculer la dérivée par rapport àλ des termes
linéaire et coulombien avec un coût raisonnable. Par contre, l’énergie d’échange-corrélation
demande une attention plus particulière.

Dans notre algorithme, nous utilisons la méthode de Roothaan, et testons la différence entre
la densité d’entréẽρn et la densité de sortieρn+1 construite selon l’Aufbauprincipe.

Dans la partieV.2.5), nous concluons sur l’algorithme utilisé, et introdui-
sons les tests effectués sur la convergence de l’algorithme autocohérent.

Dans l’article de Ismail-Beigi et Arias [94], la méthode de résolution est un algorithme de
minimisation de l’énergieL (V.6) classique, de type plus grande pente, ou gradient conjugué.
Dans le cas d’un algorithme de gradient conjugué, on minimise à chaque itération l’énergie
selon une direction spécifique. Après avoir évalué l’énergie pour des coefficients d’orbitale
Ci , i = 1, . . . ,occ donnés (les inconnues à chaque itération), on calcule une direction de re-
cherche, le long de laquelle on va minimiserL . L’intérêt de cette méthode est que l’on mini-
miseL selon toutes les orbitalesCi , i = 1, . . . ,occsimultanément. Dans [94] sont utilisées les
bases d’ondes planes, présentées dans le chapitreII . L’objectif de cet article est de montrer le
haut potentiel d’optimisation (structures de blocs) et de parallélisation des tâches pour minimi-
serL . Aucun résultat physique n’est présenté, en revanche le code est optimisé de telle sorte
qu’une éxécution ait un temps de calcul proportionnel à l’inverse du nombre de processeurs
utilisés.
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Nous détaillons dans la partie suivante les choix pour la mise en œuvre de l’algorithme dont
les cinq parties viennent d’être présentées. Dans la première partie, on explicite la discrétisa-
tion de l’opérateur potentiel dans une base de collocation. Dans la deuxième, on construit la
matrice de rigidité de l’opérateur hamiltonienHn. Puis on détermine lesNt plus petites valeurs
propresεn+1

i et les orbitales associéesψn+1
i . Enfin, on forme la nouvelle densité électronique

ρn+1, on calcule l’énergie totale du systèmeEn, et on teste la convergence de l’algorithme.

V.2 Étapes de l’algorithme autocohérent

V.2.1) Construction de l’opérateur hamiltonien

ÉtapeHAM

À partir de Lρn, on construit les potentielsLVn
C et LVn

xc. Si on noteΩJ+` = [0,1, . . . ,2J+`−
1]3, on veut connaître les potentiels sur les points de la grille{xJ+`,k = k/2(J+`)}k∈ΩJ+`

.
Dit autrement, on exprime le potentiel de Kohn et ShamLVn

KS sur une base de collocation
de dimension 23(J+`). On notera par la suiteVt2

J+` , Ṽt2
J+` les espaces associés à deux AMR

biorthogonales5 périodiques6, engendrés par les ensembles de fonctions d’échelleΘJ+` =
{ΘJ+`,k}k∈ΩJ+`

et Θ̃J+` = {Θ̃J+`,k}k∈ΩJ+`
. La projection dans la baseΘJ+` sera notée

IJ+`. On rappelle que dans la base composée desΘ]
J+`,k = 2−3(J+`)/2 ΘJ+`,k , les coefficients

d’échelle sont exactement les valeurs aux pointsxJ+`,k de la fonction projetée ; la projection

I ]
J+`

LVn
KS dansVt2

J+` s’écrit :

∀ r ∈ T, I ]
J+`

LVn
KS(r) = ∑

k∈ΩJ+`

< LVn
KS| Θ̃]

J+`,k > Θ]
J+`,k(r)

= ∑
k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) Θ]

J+`,k(r).

La fonction d’échelle duale associée àΘ]
J+`,k s’écrit Θ̃]

J+`,k = 23(J+`)/2 Θ̃J+`,k , afin de garder

une normalisation homogène entre les couples de bases (ΘJ+` , Θ̃J+` ) et ( Θ]
J+` , Θ̃]

J+` ).

On a d’ores et déjà le potentiel extérieurṼ approché par une somme de pseudo-potentiels, et
coupé par une fenêtre de longueurrc :

∀ r ∈ Ω, Ṽ(r) =
K

∑
α=1

Vloc(r −Rα)
1+e β (|r−Rα|−rc)

.

Contracté surΩ1 puis projeté surVt2
J+` , cela donne :

∀ r ∈ Ω1, I ]
J+`

LṼ(r) = ∑
k∈ΩJ+`

LṼ(xJ+`,k) Θ]
J+`,k(r) = ∑

k∈ΩJ+`

Ṽ(LxJ+`,k) Θ]
J+`,k(r).

5On distingue l’AMR orthogonaleVt1
J dans laquelle on diagonalise l’hamiltonien de l’AMR interpolanteVt2

J+`
dans laquelle on exprime les potentiels.

6La construction d’AMR périodiques deL2(T) figure à la page80.
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En entrée de l’itérationn, on dispose des valeurs aux points deLρ̃n :

∀ r ∈ T, I ]
J+`

Lρ̃n(r) = ∑
k∈ΩJ+`

Lρ̃n(xJ+`,k) Θ]
J+`,k(r).

Les valeurs aux points de la densité forment le second membre de la méthode de collocation
utilisée pour déterminer le potentiel coulombien :

∀ k ∈ ΩJ+`, − 1
L2DJ+`

LVn
C(xJ+`,k) = 4π Lρn(xJ+`,k),

où DJ+` est la matrice de rigidité du laplacien dans une base d’interpolantes, éventuellement
liftées. On utilise alors une des deux méthodes présentées dans le chapitreIV. Dans nos tests,
nous avons utilisé la méthode Gmres avec préconditionnement en base d’ondelettes pour cal-
culer la projection deLVn

C dansVt2
J+` :

I ]
J+`

LVn
C = ∑

k∈ΩJ+`

LVn
C(xJ+`,k) Θ]

J+`,k .

Pour le potentiel d’échange-corrélation, on calculers(k) = (
3
4π

)1/3 Lρn(xJ+`,k)−1/3 , ce qui

nous donne l’énergieεxc pour chaque pointxJ+`,k , k ∈ ΩJ+`, et alors chaque valeur au point
deLVxc s’écrit :

LVn
xc(xJ+`,k) = Lεxc(rs(k))+ Lρn(xJ+`,k)

∂ Lεxc

∂r
(rs(k))

On forme alors l’hamiltonienLH [Lρ̃n] (V.5) à l’aide de ces trois projections de potentiels en
base de collocation :

LH [ Lρ̃n] = − 1
2L2∆+ I ]

J+`
LVn

KS(r),

I ]
J+`

LVn
KS(r) = ∑

k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) Θ]

J+`,k(r). (V.15)

Remarque V.2.1 On obtient les mêmes coefficients d’échelle lorsqu’on développe le potentiel
de Kohn et Sham dans une base interpolante liftée. En effet, à partir de l’expression (V.15), on
doit calculer chaque coefficient< I ]

J+`
LVn

KS, Θ̃m̃
J+`,k′ > , où Θ̃m̃

J+`,k′ est la fonction d’échelle
duale liftée d’ordrem̃. Le calcul conduit à :

< I ]
J+`

LVn
KS, Θ̃m̃

J+`,k′ >= ∑
k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) < Θ]

J+`,k , Θ̃m̃
J+`,k′ >= LVn

KS(xJ+`,k′).

L’expression dans la base de collocation donne donc directement accès aux coefficients dans la
base liftée. On peut utiliser un solveur de l’équation de Poisson dans une base d’interpolantes
liftées, qui donne un meilleur résultat de convergence.
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V.2.2) Matrice de rigidité de l’hamiltonien

Étape DIS

On peut maintenant discrétiser les équations de Kohn et Sham en formant la matrice de
rigidité associée àLH [ Lρ̃n]. On cherche lesNt orbitalesLψn+1

i dans l’espaceVt1
J d’une AMR

orthogonale deL2(T). Pour les projections dansVt1
J , on abandonne la notationn relative à

l’itération.
Pt1

J
Lψn+1

i = LψJ
i = ∑

k
ci

J, k ΦJ,k . (V.16)

Remarque V.2.2 Les solutions du problème approché sont cherchées dansVt1
J , espace en-

gendré par des fonctions de base orthogonales. Dans la mesure où les orbitales{ψn+1
i } sont

orthogonales, cette hypothèse se révèle pratique ; l’utilisation des ondelettes de Daubechies
s’avère de plus être appropriée, car elles permettent de calculer rapidement les différents
termes, pour une précision élevée. C’est pourquoi on les retrouve dans le calcul de structures
électroniques [71], [ 153], [ 145]. À ma connaissance le seul groupe ayant utilisé des bases
biorthogonales, formé par Arias, Cho, Joannopoulos et de collaborateurs [7, 6, 63], a utilisé
une base d’ondelettes interpolantes, afin de disposer directement des valeurs aux points des
orbitales, et ainsi traiter aisément les non linéarités de l’opérateur.

En notantCi
J le vecteur de coefficients{ci

J, k}k∈ΩJ de l’orbitaleLψJ
i , on obtient alors à partir

de la forme bilinéairehρ̃n définie par (V.12) la formulation matricielle suivante :

Hn Ci
J = εn+1

i Ci
J,

[A+Bn] Ci
J = εn+1

i Ci
J,

Ak, k′ =
1

2L2

Z
Ω1

∇ΦJ,k(r) ∇ΦJ,k′(r)dr ,

Bn
k, k′ =

Z
Ω1

ΦJ,k(r) I ]
J+`

LVn
KS(r) ΦJ,k′(r)dr .

La matrice de rigidité du laplacien en trois dimensionsA a été explicitée dans la partieIV.1,
page87.
Nous avons plusieurs manières de calculerBn

k, k′. Une première manière, issue des travaux de
Sweldens et Piessens [141], Dahmen et Micchelli [51], consisterait à projeter le potentiel dans
l’espaceVt1

J :

vt1
J,k =< I ]

J+`
LVn

KS|ΦJ,k >, ∀k ∈ ΩJ.

On utiliserait alors des formules de quadrature selon l’article de Sweldens et Piessens [141],
pour en déduire :

Bn
k, k′ =

ZZ
Ω2

1

K (r , r ′)ΦJ,k(r)ΦJ,k′(r ′)drdr ′

= ∑
k′′∈ΩJ

vt1
J,k′′

Z
Ω1

ΦJ,k′′(r)ΦJ,k(r)ΦJ,k′(r)dr

K (r , r ′) = I ]
J

LVn
KS(r) δ(r − r ′).
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On appelleK le noyau de l’opérateurI ]
J+`

LVn
KS. Cela nécessite alors la connaissance des

intégrales des produits de trois fonctions d’échelles deVt1
J , encore appelées coefficients de

connection dans la littérature. Ces intégrales représentent le recouvrement de trois fonctions de
base, plus ou moins important en fonction du support et de la localisation spatiale de chacune
de ces trois fonctions. C’est cette méthode qui a été utilisée par P. Fischer [67, 68] et Morissette
et al. [118].

Dans notre méthode, nous tenons à garder le potentiel exprimé dans la base interpolante de
Vt2

J+` . Le termeGBn
k, k′ (G pour Galerkin) peut alors être calculé de la manière suivante :

GBn
k, k′ = 2−3(J+`)/2 ∑

m∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,ν)

Z
Ω1

ΦJ,k(r) ΘJ+`,m(r) ΦJ,k′(r) dr .

Si l’on appelleTJ,J+` la matrice de ces intégrales,

TJ,J+`(k−2−`m,k′−2−`m) =
Z

Ω1

ΦJ,k(r) ΘJ+`,m(r) ΦJ,k′(r) dr , (V.17)

alors on peut l’écrire comme le produit tensoriel de trois matrices bidimensionnellesTJ,J+` :

∀ k, k
′
∈ ΩJ, TJ,J+`(k,k

′
) = Ť0,`(k1,k

′
1) Ť0,`(k2,k

′
2) Ť0,`(k3,k

′
3),

Ť0,` étant la 2J-périodisation selon deux directions du filtreT0,` :

Ť0,`(k,k
′
) = ∑

ν,µ∈Z
T0,`(k+2J ν, k′+2J µ),

T0,`(k,k
′
) =

Z
R

φ(x−k) θ(2`x) φ(x−k
′
) dx. (V.18)

On peut calculerT0,` en se ramenant à la recherche d’un point fixe [123], ou de vecteur
propre [51].

Le nombre de coefficients non nuls deTJ,J+` est cubique par rapport au support deT0,`

(V.18). L’utilisation d’une formule de Galerkin semble alors compromise, si l’on veut garder
une complexité raisonnable par rapport aux supports des filtres. Nous présentons dans le cha-
pitre suivant un exemple d’utilisation d’une telle matrice, pour calculer l’énergie potentielle
de l’oscillateur harmonique. Ce modèle de l’oscillateur harmonique permet, par des proprié-
tés de séparabilité du potentiel et de la fonction d’onde, de nous ramener à un calcul en une
dimension. Cette évaluation donne un moyen de comparaison entre notre méthode - que nous
présentons plus bas - et une formulation de Galerkin.

En effet nous avons choisi, pour garder une complexité linéaire par rapport à la taille des
supports des fonctions de base, d’exprimer d’abordI ]

J+`
LVn

KS
LψJ

i sur la base des fonctions
interpolantest2, puis de passer à la baset1 en appliquant un opérateur de changement de
base présenté dans l’annexeA. L’application de l’opérateur potentiel à une orbitale (i.e. la
construction de la matrice de rigiditéBJ) se décompose alors en trois étapes :
• Changement de base : on exprime l’orbitaleLψJ

i dans l’AMR interpolanteVt2
J+` ou dans

l’espace dual̃Vt2
J+` .

• On effectue le produit deI ]
J+`

LVn
KS par l’orbitale exprimée dansVt2

J+` (ou Ṽt2
J+` ).
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• On repasse dans l’espaceVt1
J en projetant le produit précédent contre les fonctions de

baseΦJ .

Ce schéma de changement de base pour appliquer le potentiel revient à faire une méthode de
collocation sur les potentiels. L’intérêt est que l’on diagonaliseHn dans une base orthogonale,
et l’on n’a pas donc à traiter le problème de la matrice de recouvrement. Nous utilisons éga-
lement pourt1 des familles de Coiflets. Puisque nous quittons le formalisme de Galerkin, on
perd le critère variationnel de minimisation de l’énergie : nous ne sommes plus assurés que les
énergies propresεn+1

i et l’énergie totaleE pour une discrétisation donnéeJ soient supérieures
aux énergies dans le cas continu.

On introduit pour ces changements de base les opérateurs suivants :

Définition V.2.3 (Opérateurs de changements de base)Soit Vt1
J l’espace de dimension23J

associé à une AMR orthogonale de L2(T), et soit ΦJ = {ΦJ,k}k∈ΩJ la base de fonctions
d’échelle deVt1

J .
SoientVt2

J et Ṽt2
J des espaces de deux AMR biorthogonales, de basesΘJ = {ΘJ,k}k∈ΩJ et

Θ̃J = {Θ̃J,k}k∈ΩJ .
On définit par Xt1,t2

` ∈ MΩJ+`,ΩJ(R) la matrice permettant de projeter une fonction deVt1
J

dansVt2
J+`. Un coefficient de cette matrice est de la forme :

∀ k ∈ ΩJ+`, k′ ∈ ΩJ, Xt1,t2
` (k,k′) =

Z
Ω1

ΦJ,k′ Θ̃J+`,k .

On introduit alors l’opérateur X, qui à toute fonction deVt1
J associe une fonction deVt2

J+` :

X : Vt1
J −→ Vt2

J+`

f1 7−→ f2,

tel que pour f1 = ∑
ν∈ΩJ

c1
J,ν ΦJ,ν , f2 soit égal à : f2 = X f1 = ∑

k∈ΩJ+`

∑
ν∈ΩJ

c1
J,ν Xt1,t2

` (ν,k) ΘJ,k .

De la même manière, la matrice de passage Zt2,t1
` deVt2

J+` dansVt1
J est de la forme :

∀ k ∈ ΩJ, k′ ∈ ΩJ+`, Zt2,t1
` (k,k′) =

Z
Ω1

ΘJ+`,k′ ΦJ,k .

L’opérateur Z est défini par :

Z : Vt2
J+` −→ Vt1

J

f2 7−→ f1,

et associe pour chaque f2 de la forme ∑
ν∈ΩJ+`

c2
J+`,νΘJ+`,ν une fonction

f1 = ∑
k∈ΩJ

∑
ν∈ΩJ+`

c2
J+`,ν Zt2,t1

` (ν,k) ΦJ,k .

Le calcul des matricesXt1,t2
` et Zt2,t1

` est détaillé dans l’annexeA. On garde le choix d’ex-
primer l’orbitaleLψi dansVt2

J+` ou Ṽt2
J+` , et nous étudions les deux possibilités dans un cas
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(1) Vt1
J

-
X

Vt2
J+1

-
Z

Vt1
J

(2) Vt1
J

-
ZT

Ṽt2
J+1

-
XT

Vt1
J

FIG. V.3 – Opérateurs de projection d’une fonction deVt1
J dans (1) la base primale interpo-

lante ΘJ+` ou (2) la base dualẽΘJ+` , puis retour àVt1
J .

simple, l’oscillateur harmonique (sectionVI.1.1)). Ces changements de base sont schématisés
dans la figureV.3. Les opérateurs de changement de base ont été définis entre bases normali-
sées en normeL2. Cependant, on utilise ici la base de collocationΘ]

J+` . On définit alors un

opérateur de normalisation permettant de passer deΘJ+` à Θ]
J+` :

Définition V.2.4 (Opérateur de normalisation) Soit{Vt2
J , Ṽt2

J } un couple d’AMR biorthogo-
nales interpolantes. On définit la projection sur la baseΘJ,k deVt2

J par :

∀ f ∈C0(T), IJ f = ∑
k∈ΩJ

fJ,k ΘJ,k .

Les coefficients fJ,k valent2−3J/2 f (xJ,k . En posant Θ]
J,k = 2−3J/2ΘJ,k , alors l’écriture de

cette projection dans la baseΘ]
J s’écrit :

∀ f ∈C0(T), I ]
J f = ∑

k∈ΩJ

f (xJ,k) Θ]
J,k .

Soit NJ l’opérateur permettant de passer deΘJ à la baseΘ]
J . La relation entre les deux bases

implique :

∀ f ∈C0(T), I ]
J f = NJ IJ f .

La matrice associée à l’opérateur NJ sera notée DJ. DJ appartient àM23J,23J(R), et c’est la

matrice diagonale égale à23J/2 fois l’identité.

L’opérateur d’interpolationIJ est unique, nous distinguons néanmoins par] la normalisation
de la base, afin de détailler complètement les différentes étapes de normalisation dans notre
implémentation. À l’aide de ces différents opérateurs, on peut donc formaliser les différentes
méthodes pour calculer un élément de la matrice de rigiditéBn.

Méthode 1
On projetteLψJ

i dans l’espaceVt2
J+` des fonctions interpolantes :

I ]
J+`

Lψi = NJ+` X LψJ
i .
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Si on noteF = { Lψi(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`
, cela se traduit en terme de coefficients par :

F = DJ+` Xt1,t2
` Ci

J

On multiplie ensuite point par point les valeurs aux points de l’orbitaleI ]
J+`

Lψi par les valeurs

aux points du potentielI ]
J+`

LVn
KS :

I ]
J+`

LVn
KS I ]

J+` ψJ
i = ∑

k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) Lψi(xJ+`,k) Θ]

J,k ,

ce qui revient à calculer les coefficients de la projectionI ]
J+`

LVn
KS ψJ

i . On note ici qu’on

pourrait aussi calculer la projection du produitLVn
KS ψJ

i sur la base dualeΘ̃]
J+` , base de

Dirac. Cependant, le calcul n’est pas intéressant, puisqu’il nécessite d’évaluer l’intégrale du
produit de trois fonctions d’échelle interpolantes.
De I ]

J+`
LVn

KS ψJ
i , on passe dans l’espaceVt1

J , en projetant cette fonction sur chaqueΦJ,k :

< I ]
J+`

LVn
KS

LψJ
i | ΦJ,k >= 2−3(J+`)/2 ∑

ν∈ΩJ

LVn
KS(xJ+`,ν) Lψi(xJ+`,ν)

Z
Ω1

ΘJ,ν(r)ΦJ,k(r)dr .

Cela revient donc à effectuer un changement de base, deVt2
J+` à Vt1

J , et donc à appliquer
l’opérateurZ introduit dans la définition précédenteA.0.2. On considère l’opérateur approché :

1Bn = N−1
J+` Z

(
I ]
J+`

LVn
KS

)
NJ+` X.

En terme de coefficients, en posantVn = { LVn
KS(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

, l’application de l’opérateur
1Bn au vecteurCi

J se fait par :

1Bn Ci
J = D−1

J+` Zt2,t1
` Vn DJ+` Xt1,t2

` Ci
J = D−1

J+` Zt2,t1
` Vn F.

L’application de l’opérateur potentiel à une orbitale deVt1
J se schématise alors de la manière

suivante :

- - -

Orbitale exprimée
dans la baseΦJ

Lψk
i

NJ+` X

Passage dans la base
de collocationΘ]

J+`

I ]
J+`

Lψk
i

Interaction de l’orbitale
avec le potentiel, dans
la base de collocationΘ]

J+`

I ]
J+` Vn

KS
Lψk

i

N−1
J+` Z

Contribution de cette
interaction dans la baseΦJ

1Bn Lψk
i

Comme cela est indiqué en annexe, on peut appliquer les matricesZt2,t1
` et Xt1,t2

` avec un
coût linéaire par rapport au nombre de points de la discrétisation 23J. Le préfacteur dépend
linéairement du support des filtres des fonctions d’échelle des famillest1 et t2.
Wei et Chou [153] utilisent une méthode similaire pour appliquer l’opérateur à une orbitale,
comme cela est expliqué dans l’article de Arias [6]. La différence par rapport à notre im-
plémentation réside dans le fait qu’ils effectuent les deux changements de base à l’aide de
formules de quadratures, et non avec les filtres exacts que nous proposons ici. Nous étudions
la précision et l’ordre de la méthode, et en particulier l’impact du raffinement`, dans la section
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VI.1.1), page140.

Méthode 2
La deuxième possibilité est de passer dans la base de fonctions d’échelle duales :

Ĩ ]
J+`

Lψi = N−1
J+` ZT LψJ

i .

À partir deCi
J, on obtient donc le vecteur de coefficients̃F = {< Lψi | Θ]

J+`,k >}k∈ΩJ+` :

F̃ = D−1
J+` (Zt2,t1

` )T Ci
J.

On a projeté l’orbitale dans la base des fonctions d’échelle duales. La multiplication par le
potentiel peut alors se calculer soit dans l’espace primalVt2

J+` , soit dans l’espace dual̃Vt2
J+` .

On a donc le choix entre le calcul de

< I ]
J+`

LVn
KS Ĩ ]

J+`
Lψi | Θ]

J+`,k > ou < I ]
J+`

LVn
KS Ĩ ]

J+`
Lψi | Θ̃]

J+`,k >,

mais un simple calcul montre que ces deux produits scalaires ont la même valeur, au facteur
23J près :

< I ]
J+`

LVn
KS Ĩ ]

J+`
Lψi | Θ]

J+`,k >= LVn
KS(xJ+`,k) F̃k (V.19)

< I ]
J+`

LVn
KS Ĩ ]

J+`
Lψi | Θ̃]

J+`,k >= 23J LVn
KS(xJ+`,k) F̃k . (V.20)

Dans le cas où l’on exprime le produit dans l’espace primal, c’est-à-dire que l’on calcule la
projection deI ]

J+`
LVn

KS Ĩ ]
J+`

Lψi selon la basẽΘ]
J+` , on obtient l’expression :

I ]
J+`

LVn
KS

LψJ
i = 23J ∑

k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) F̃k Θ]

J+`,k .

Pour évaluer l’interaction du potentiel sur une fonction de la baseΦJ , on applique le change-
ment de baseZ. L’opérateur potentiel est alors de la forme :

2Bn = NJ+` Z
(

I ]
J+`

LVn
KS

)
N−1

J+` ZT .

Pour appliquer le potentiel à une orbitale, on suit le schéma suivant :

- - -

Orbitale exprimée
dans la baseΦJ

Lψk
i

N−1
J+` ZT

Passage dans la base
duale Θ̃]

J+`

Ĩ ]
J+`

Lψk
i

Interaction de l’orbitale
avec le potentiel, dans
la base de collocationΘ]

J+`

I ]
J+` Vn

KS
Lψk

i

NJ+` Z

Contribution de cette
interaction dans la baseΦJ

2Bn Lψk
i

Si l’on considère maintenant le choix (V.19), on évalue l’interaction avec le potentiel sur la
base dualeΘ̃]

J+` :

Ĩ ]
J+`

LVn
KS

LψJ
i = ∑

k∈ΩJ+`

LVn
KS(xJ+`,k) F̃k Θ̃]

J+`,k .
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Cela signifie que l’on se place sur la base des Dirac pour calculer le produit, puis on repasse
dans la base deVt1

J par changement de base, pour obtenir

3Bn = NJ+` XT
(

I ]
J+`

LVn
KS

)
N−1

J+` ZT .

La base des DiracΘ̃]
J+` est trop pauvre pour que l’on puisse y exprimer précisément l’ap-

plication du potentiel. Les tests numériques vont d’ailleurs dans ce sens. C’est pourquoi nous
abandonnons cette méthode, et nous ne nous intéressons aux approximations1Bn et 2Bn de
l’opérateur potentiel. Dans le chapitreVI , la première section est destinée à évaluer l’ordre de
ces différentes approximations deBn. Nous utilisons pour cela un premier opérateur hamilto-
nien linéaire, et pour lequel le potentiel est de régularitéC∞ : l’oscillateur harmonique. Puis
nous étudions le cas de l’hydrogène, pour lequel le potentiel est singulier et l’orbitale moins
régulière : ici, l’ordre de la méthode est limitée par la régularité de l’orbitale.

Arias et ses collaborateurs ont procédé autrement pour discrétiser le problème. Ils utilisent
des bases interpolantes de type Deslauriers-Dubuc (présentées dans le chapitreIII ) pour ex-
primer les orbitales, ce qui transforme les équations de Kohn et Sham en un problème aux
valeurs propres généralisé. Pour éviter cette formulation, ils effectuent un changement de va-
riable, par lequel on se ramène à rechercher les vecteurs propres d’une matrice sans contrainte
d’orthogonalité [8]. L’article de Lippert, Arias et Edelman [111] décrit la construction de la
base interpolante. Nous avons vu dans le chapitreIII que l’ondeletteζ associée à la fonction
d’échelle interpolanteθ est égale àζ(.−k) = θ(2.−k) . En utilisant cette propriété, la base est
construite en subdivisant l’intervalle (i.e. le cube en trois dimensions) à l’intérieur duquel les
variations des coefficients d’échelle sont importantes. L’application à la DFT est donnée dans
l’article de Engeness et Arias [63]. À la différence de notre implémentation, ils utilisent une
approximation appeléesmeared nuclei, dans laquelle on ne considère pas les noyaux comme
despoints, mais comme desboules: le potentiel de chaque noyau est multiplié par une gaus-
sienne, décrivant la région de présence du noyau. Dans les simulations montrées dans cet
article, on présente les performances de l’algorithme en simulant les atomes de calcium et
d’aluminium. Ils utilisent l’énergie d’échange-corrélationεxc de Vosko et al. [152, 151], et
un pseudo-potentiel dont la méthode de construction est présentée succintement dans l’article
[126]. Dans la mesure où nous n’obtenons pas des énergies physiques réalistes, nous ne pou-
vons pour l’instant pas comparer nos résultats avec ceux de l’article [63].

V.2.3) Détermination des plus petites énergies propres

ÉtapeDIAG

On cherche dans cette étape lesNt plus petites valeurs propres (au sens algébrique) de la
matrice de rigidité de l’hamiltonien :

Hn Ci
J = εn+1

i Ci
J,

oùCi
J correspond aux coefficients de chaque orbitale projetée surVt1

J : Pt1
J

Lψn+1
i = LψJ

i . Les
énergiesεn+1

i valent :

εn+1
i =

< LψJ
i , Hn LψJ

i >

< LψJ
i , LψJ

i >
,
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et sont la somme de l’énergie cinétiqueẽJ
cini

et de l’énergie potentiellẽeJ
pi

. L’énergie cinétique
se calcule directement avec la matrice de rigiditéA du laplacien adimensionnalisé :

ẽJ
cini

=
(Ci

J)
T A Ci

J

(Ci
J)T Ci

J

.

Le potentielLVn
KS étant discrétisé dans une base de collocation, l’énergie potentielle va être

de la forme :

ẽJ
pi

=
(Ci

J)
T Bn Ci

J

(Ci
J)T Ci

J

.

On part de l’orbitaleLψJ
i de coefficientsCJ dans la baseVt1

J . On a alors deux possibilités de
calculer son énergie potentielle, en fonction des deux approximations possibles de la matrice
de rigidité du potentiel :

Méthode 1
Dans la première approche, la matrice de rigidité s’écrit :

1Bn = N−1
J+` Z

(
I ]
J+`

LVn
KS

)
NJ+` X.

AvecVn le vecteur de coefficients associé à la décompositionI ]
J+`

LVn
KS à l’itérationn, on écrit

l’énergie potentielle de l’orbitaleLψi :

1ẽJ
pi

=
(Ci

J)
T 1Bn Ci

J

< Ci
J|Ci

J >

=
(Ci

J)
T D−1

J+` Zt2,t1
` Vn DJ+` Xt1,t2

` Ci
J

(Ci
J)T D−1

J+` Zt2,t1
` DJ+` Xt1,t2

` Ci
J

=

(
D−1

J+` (Zt2,t1
` )T Ci

J

)T
Vn DJ+` Xt1,t2

` Ci
J(

D−1
J+` (Zt2,t1

` )T Ci
J

)T
DJ+` Xt1,t2

` Ci
J

.

On remarque ici que le diviseur< Ci
J|Ci

J > se calcule de la même manière que le dividende.
On reste homogène dans le produit scalaire<> pour évaluer les deux termes du quotient.

Remarque V.2.5 Si on avait utilisé une expression directe deBn sous forme d’intégrale de
produits de trois fonctions de base, alors le produit scalaire figurant dans l’énergie potentielle

aurait été le produit scalaire L2 : on aurait eu comme dividende|| Lψn+1
i ||22 =

1
L3 .

De plus, on peut réduire cette expression, en rappelant des notations utilisées dans la sous-
section précédente :F = DJ+` Xt1,t2

` Ci
J et F̃ = D−1

J+` (Zt2,t1
` )T Ci

J correspondent respective-

ment aux valeurs aux points deLψJ
i , et à ses coefficients dans la base duale<L ψJ

i | Θ̃]
J+`,k >.

On approche donc̃eJ
pi

par :

1ẽJ
pi

=
F̃T Vn F

F̃TF
.

Ici, le diviseur est directement̃FTF , car on exprime les deux fonctions du produit scalaire dans
les deux bases biorthogonalesΘ]

J+` et Θ̃]
J+` .
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Remarque V.2.6 Si l’on considère l’opérateur approché

3Bn = NJ+` XT
(

I ]
J+`

LVn
KS

)
N−1

J+` ZT ,

issu du calcul de l’interaction du potentiel avec l’orbitale dans la base interpolante duale, et
que l’on évalue l’énergie potentielle associée, on trouve :

3ẽJ
pi

=
FT Vn F̃

FT F̃
,

qui est la transposée du calcul de1ẽJ
pi

. On peut donc associer à deux constructions différentes
de la matrice de rigidité la même énergie. Nous privilégions la construction 1, dans laquelle
on exprime l’orbitale dans la base de collocationVt2

J+` . Ainsi, on reste homogène avec le
calcul de la nouvelle densitéρn+1. Les tests du chapitre précédent ont montré dans le cas du
laplacien qu’il valait mieux se placer sur la base primale pour exprimer la solution.

Méthode 2
On rappelle la deuxième forme d’approximation de la matrice de rigidité :

2Bn = NJ+` Z
(

I ]
J+`

LVn
KS

)
N−1

J+` ZT .

En utilisant la même démarche que dans la méthode 1, on trouve que l’énergie potentielle
s’écrit :

2ẽJ
pi

=
F̃T

(
I ]
J+` Vn

)
F̃

F̃T F̃
.

Nous montrons dans le chapitre suivant les tests numériques relatifs à ce choix de matrice
de rigidité. Il apparaîtra que la deuxième méthode d’évaluation de l’énergie potentielle est
d’ordre quadratique enm1, i.e. du même ordre que l’évaluation de l’énergie cinétique.

Après avoir exprimé le calcul des énergies en fonction de l’expression de la matrice de ri-
gidité, on présente l’algorithme de diagonalisation. Nous utilisons une routine de la librairie
ARPACK, dont l’algorithme est connu sous le nom de IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Me-
thod). Dans le paragraphe suivant, nous présentons brièvement cette méthode, et la comparons
avec une autre méthode très utilisée dans le calcul de structures électroniques : la méthode de
Davidson.

Implicit Restarted Arnoldi Method (IRAM)
Dans notre formalisme, la matrice est symétrique, réelle. Plusieurs méthodes de diagonalisa-
tion existent, les plus répandues étant celles de Lanczos et Davidson. On note iciA la matrice
carrée pour laquelle on veut déterminerNt éléments propres. On construit une projection de
cette matriceHm ∈ Mm,m dans une base orthonorméeVm = {v1, . . . ,vm}, qui est une ma-
trice de Hessenberg. On présente la construction de cette matrice dans l’encadré suivant par
[H,V ] = Arnoldi(H,v1,A,0,m).
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[H,v] = Arnoldi(H,v,A,l,m) ! H projection de la mat-
! rice A dans la base v

Pour j = l+1,m
v[j+1] = A v[j]
Pour i = 1,j

H[i,j] = <v[i] A v[j] >
v[j+1] = v[j+1] - H[i,j] v[i]

Finpour
H[j+1,j] = || v[j+1] ||
v[j+1] = v[j+1] / H[j+1,j]

Finpour

En construisant successivement lesm vecteursv j à partir dev0 selon :

v j+1 = Avj −
j

∑
i=1

< vi A vj > vi , v j+1 =
v j+1

||v j+1||
,

on obtient l’égalité en terme d’espacesAVm= VmHm+reT
m= Vm+1Hm , etVm est une base or-

thonormée de l’espace de KrylovK m(v1,A) = Vect(v1,Av1, . . . ,Am−1v1), r ∈ Rn et V t
mr = 0.

La norme der est égale au résidu de l’approximation des valeurs propres deA par celles de
Hm.
L’idée de Sorensen [136] est ensuite de recommencer l’algorithme en donnant un meilleur gé-
nérateur de l’espace de Krylov. Pour cela, on calcule (par une factorisationQRpar exemple)
les éléments propres deHm. Parmi ces éléments propres, on en désireNt : on effectue alors
un shift dansHm par une série de factorisationsQR, afin d’éliminer toutes les composantes
sur les vecteursei des vecteurs propres qui ne nous intéressent pas dans la matrice. À chaque
itération, on choisit donc la partie du spectre deHm qui nous intéresse par une factorisation
Q Ret un “shift” vers les plus petites valeurs propres deHm. On garde lesnt (Nt) premières
colonnes deHm, et l’on complèteHm par une procédure d’Arnoldi. De la même manière que
dans la procédure classique de Arnoldi, le critère d’arrêt se fait sur la norme devNt+1.
Il existe une version libre de cette procédure, dans la librairie ARPACK développée par Le-
houcq, Mashhoff, Sorensen et Yang [137], [104], [103].

[s,U] = IRAM(A,nt,p,tol) ! Calcul de nt valeurs propres
Init(v[1]) ! Dim espace Krylov : m = nt + p
[H,v] = Arnoldi(H,v,A,1,m)
f = v[m]
Tant que || r || > tol
[s,U] = EspacePropre(H) ! Calcul du spectre de H
Pour j = 1,p ! Implicit shifted QR pour éliminer

mu = s[nt+j] ! la contribution des p vcp non désirés
[Q,R] = FactoQR(H-mu I) ! dans H[1:n]
H = Q* H Q; v = v Q

Fin Pour
r = v[nt+1] ||r|| + f s[nt] ! Complétion de H et v
[H,v] = Arnoldi(H,v,A,nt,m)

Fin
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Dans son article [157], Wu considère que l’IRAM est la méthode la plus efficace pour la
plupart des problèmes aux valeurs propres. Sic est le nombre de valeurs non nulles d’une
ligne de la matrice, alors la construction de la matrice de Rayleigh-Ritz de taillem×mcoûtera
Nm(c+3+m) opérations.

Remarque V.2.7 Si la matrice A est symétrique, alors la matrice Hm est tridiagonale, et l’on
se ramène à une méthode de Lanczos [80], [ 128]. La construction de la matriceHm coûte
alors, dans le cas où le nombre moyen de coefficients non nuls sur une ligne de la matrice A
est c, Nm(c+ 5), ce qui réduit d’un facteur m la construction de la matrice de Hessenberg.
Dans nos tests, nous avons pris m entre 15 et 50 (on garde m très grand devant Nt le nombre
de valeurs propres à calculer). Si la matrice est non symétrique, cela conduit donc à un coût
en m2 élevé.

Il existe une autre méthode également très répandue appelé méthode de Davidson. Intro-
duite par Shavitt et al. [133] sous le nom deméthode de relaxation optimale (MOR), elle a
ensuite été reprise par Davidson en 1975 [55, 56].

N NNZ IRAM Davidson
matvec temps(sec)matvec temps(sec)

662BUS 662 1568 3729 46.8 872 23.5
685BUS 685 1967 2327 31.9 773 21.3

BCSSTK02 66 2211 233 1.1 192 2.
BCSSTK05 153 1288 801 3.5 414 5.4
BCSSTK09 1083 9760 1028 27.3 780 35.1
BCSSTK16 4884 147631 1601 352.1 808 206.4
BCSSTM10 1086 11578 329 9.5 258 11.6
BCSSTM27 1224 28675 3665 159.3 2587 152.5

GR3030 900 4322 274 5.6 56 1.9
LUNDA 147 1298 4285 17.4 225 2.7
LUNDB 147 1294 >5000 - 356 4.3
NOS3 960 8402 735 17.2 612 24.5
NOS4 100 347 233 .9 216 2.5
NOS5 468 2820 2879 28.8 801 17.0

ZENIOS 2873 15032 82 6.0 85 9.1

TAB . V.1 – Calcul de 5 valeurs propres, pour différentes matrices symétriques (Harwell-
Boeing collection) caractérisées par leur dimension N et le nombre d’éléments non nuls NNZ.
Comparaison entre l’IRAM, et un algorithme de Davidson avec préconditionnement diagonal.

Dans sa thèse [156], Wu compare plusieurs versions d’Arnoldi et de Davidson. Nous avons
repris quelques comparaisons dans le tableauV.1. Il conclut que sans préconditionnement,
c’est Arnoldi qui est meilleur, avec un coût moindre par itération. Cependant, l’orthogonalité
de la base est perdue dans l’implémentation numérique, et on doit donc appliquer une procé-
dure de Gram-Schmidt à chaque itération, ce qui induit une perte d’efficacité de l’algorithme.
En cas de préconditionnement, c’est la méthode de Davidson qui est plus intéressante en terme
de nombre d’opérations. Le temps de résolution selon IRAM et Davidson préconditionné est à
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peu prés identique. La méthode de Davidson s’adaptant mieux aux matrices à diagonale domi-
nante, il serait intéressant par la suite de développer cet algorithme, lorsque nous exprimerons
le problème dans une base d’ondelettes.

L’implémentation d’un algorithme de type Lanczos dans une base d’ondelettes a été réa-
lisée par P. Fischer [67, 68]. L’étude est faite en une dimension, et en testant plusieurs types
de potentiels. Les ondelettes utilisées sont des ondelettes de Daubechies, et l’opérateur ha-
miltonien a été mis sous forme non standard [25, 24]. Celle-ci permet d’effectuer un produit
matrice-vecteur rapide.

Remarque V.2.8 Lorsque le système est composé d’un unique noyau, nous nous assurons que
son changement de position dans la boîte n’influence pas le résultat. En fait, la procédure
de diagonalisation ne prend pas en compte cela : pour deux positions du noyau différentes,
nous obtenons les mêmes énergiespour les états propres, mais les orbitales sont légèrement
modifiées.

V.2.4) Calcul de l’énergie totale

ÉtapeÉN

Pour unρ̃n donné, on obtient donc un ensemble de valeurs propresεn+1
i , i = 1, . . . ,Nt ,

éventuellement dégénérées (on peut avoirεn+1
i = εn+1

j pour j = i + 1, i + 2, . . . ). Le nombre
maximum de dégénérescence est en théorie pour les éléments de la classification périodique
égal à 7, pour une sous-couchef .
Dans la sous-section précédente, nous avons explicité la forme de ces valeurs propres, en
fonction des approximations utilisées. L’objectif est maintenant de calculer l’énergie totale
En :

En = 2
occ

∑
i=1

ni εn+1
i − L3

2

Z
Ω1

Lρn+1(r) LVn
C [ Lρ̃n](r)dr +L3 LExc[ Lρn+1]

− L3
Z

Ω1

LVn
xc[

Lρ̃n] Lρn+1(r)dr .

On a besoin pour cela de déterminer la densitéLρn+1, afin de former la nouvelle énergie
LExc[ρn+1], et de calculer les différentes intégrales. En posantF = DJ+` Xt1,t2

` Ci
J , on peut

déterminer les coefficientsRn+1
J+` = { Lρ(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

de la densité surVt2
J+` :

I ]
J+`

Lρn+1 = 2
occ

∑
i=1

ni ∑
k∈ΩJ+`

(Lψn+1
i (xJ+`,k))2 Θ]

J+`,k ,

Rn+1
J+` = 2

occ

∑
i=1

ni
[
F2

µ

]
µ∈ΩJ+`

.

On connaît le potentiel de Coulomb surVt2
J+` par ses coefficientsHn

J+` = { LVn
C(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

calculés au début de l’itérationn. L’énergie coulombienne se calcule alors par une formule de
quadrature :

en+1
C =

L3

23(J+`) (Hn
J+`)

T Rn+1
J+` .
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On évalue de la même manière l’énergie associée au potentiel d’échange-corrélation, en fonc-
tion de ses valeurs aux pointsEn

J+` = { LVn
xc(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

, et l’énergie d’échange-corrélation
En+1

xc :

en+1
xc =

L3

23(J+`) (En
J+`)

T Rn+1
J+` , En+1

xc =
L3

23(J+`) εxc[ Rn+1
J+` ] Rn+1

J+` .

V.2.5) Arrêt de l’algorithme

ÉtapeCVG

Dans l’étape précédente, on a construitLρn+1. Si l’on respecte l’Aufbauprincipe, et si l’on
a peuplé entièrement tous les états dégénérés, alors on est théoriquement assurés de l’unicité
de la suite desρn minimisant l’énergie totale. Cette suite converge dans l’algorithme de Roo-
thaan, soit vers un point fixe, soit vers un “couple fixe”. Dans nos tests, nous avons toujours
convergé vers une unique densité, comme le montreront les exemples du chapitre suivant.
Nous montrons également un cas où nous n’avons pas respecté le principeAufbau: ainsi, dans
le cas de l’hélium, au lieu de peupler entièrement le premier niveau d’énergie (n1 = 1), nous
avons également étudié le comportement de l’algorithme en mettant un électron dans les deux
premières couches (n1 = n2 = 1/2). La DFT est une méthode permettant de déterminer l’état
fondamental d’un système électronique. Ne pas respecter l’Aufbauprincipe revient physique-
ment à déterminer la structure électronique d’un système excité, ce qui ne modélise pas la
DFT. Nous sommes donc bien conscient que cet exemple est à caractère mathématique, et non
physique. Nous y verrons en particulier que l’énergie d’un tel système sera plus élevée que
celle de l’état fondamental.

Après avoir présenté une adimensionnalisation des équations, afin de projeter les fonctions
/ opérateurs du système dans des AMR deL2(T), nous avons détaillé les différentes étapes de
l’algorithme. En particulier, nous avons discrétisé l’opérateur potentielLVn

KS dans une base
biorthogonale interpolante, tandis que les orbitales sont recherchées dans une base orthogo-
nale. L’intérêt de ce choix est de traiter la linéarité du potentiel d’échange-corrélation dans
l’espace réel, et de diagonaliser la matrice de rigidité de l’hamiltonien, qui est réelle symé-
trique, à l’aide d’une méthode efficace.
Le chapitre suivant illustre numériquement les différentes étapes de cet algorithme : après avoir
estimé l’ordre de la méthode dans un cas test (l’oscillateur harmonique), on donne des pre-
miers résultats sur l’hydrogène, puis pour des atomes plus gros. Nous présentons tout d’abord
les avantages de cette méthode sur un maillage uniforme (de fonctions d’échelles) par rapport
aux méthodes existantes, puis nous présentons une analyse sur la compressibilité des orbitales.
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VI
DE L’ HAMILTONIEN LINÉAIRE AU

MODÈLE DE LA DFT-LDA

Dans la première partie de ce chapitre, nous considérons des hamiltoniens linéaires, pour
lesquels nous connaissons analytiquement la plus petite valeur propre et le vecteur propre asso-
cié : l’oscillateur harmonique et l’atome d’hydrogène. Après avoir calculé l’énergie potentielle
de l’oscillateur harmonique par une formulation de Galerkin, nous comparons cette méthode
avec les deux approximations de l’opérateurB présentées dans le chapitre précédent. Le critère
d’approximation de l’énergie dépend des propriétés de la base orthogonalet1, à condition que
son ordrem1 vérifie une certaine condition par rapport àm2 l’ordre de la base interpolante. À
partir de ces observations, nous pouvons tirer des conclusions sur la régularité de la fonction
d’onde fondamentale de l’hydrogène.

Dans la deuxième partie, nous présentons les résultats relatifs à la résolution des équations
de Kohn et Sham pour de petits atomes. Nous étudions tout d’abord la convergence de l’algo-
rithme autocohérent : minimisation de l’énergie totale, comportement des différentes énergies
au cours des itérations, utilisation de l’Aufbauprincipe pour construire une nouvelle densité.

Les noyaux seront placés sur les points du maillage. Nous nous sommes efforcés d’obtenir
des résultats invariants par changement de position des noyaux (ceci n’est pas tout à fait vrai
dans la procédure de diagonalisation, que nous ne contrôlons pas). L’intérêt de ce choix est
que l’on peut décrire précisément le comportement des orbitales au niveau des noyaux. Dans
le cas où le potentiel généré par un noyau est singulier, cela est encore vrai, à condition de
prendre un niveau élevé de raffinement dans son voisinage.

VI.1 Évaluation de la méthode sur des opérateurs linéaires

Dans cette partie, on étudie en trois dimensions deux formes simples de l’hamiltonien. Dans
la première, le modèle, appelé oscillateur harmonique, permet par l’extrême régularité du po-
tentiel et de la fonction d’onde solution de déterminer l’ordre de notre méthode en fonction
des propriétés des fonctions de base de typet1 et t2. Nous analysons également l’intérêt du pa-
ramètrè . Dans le deuxième exemple, nous regardons comment se comporte la méthode dans
un système pour lequel la fonction d’onde fondamentale n’est plus aussi régulière : l’atome
d’hydrogène.

139



VI. DE L’HAMILTONIEN LINÉAIRE AU MODÈLE DE LA DFT-LDA

VI.1.1) L’oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique est un cas test permettant de valider l’ordre de la méthode. En
effet, l’hamiltonien associé à l’oscillateur harmonique surΩ est de la forme :

H =−1
2

∆+
1
2
|r |2.

Une solution(E , ψ) du problème aux valeurs propresH ψ = E ψ est connue analytiquement,
soit :

ψ(r) = CN e−|r |
2/2, ∀ r ∈ Ω

E = ecin +ep,

ecin =
< ψ|− 1

2∆|ψ >

< ψ|ψ >
= 0.75, ep =

< ψ|12|r |
2|ψ >

< ψ|ψ >
= 0.75

CN est un facteur de normalisation deψ. On le prend généralement tel que‖ ψ ‖2=<
ψ| ψ >= 1. De plus, on choisitΩ tel queψ soit nul aux bords deΩ, ce qui arrive pour de
petites valeurs deL, étant donné la décroissance rapide deψ.

Le potentiel et la solution étant de classeC∞, seules la qualité de la discrétisation et la
méthode de calcul vont impacter sur l’approximation des énergies cinétique et potentielle.
Connaissant la forme analytique de la solutionψ, on peut écrire sa décomposition dans l’es-
paceVt2

J des fonctions d’échelle interpolantes d’ordrem2 :

I ]
J

Lψ = ∑
k∈ΩJ

Lψ(xJ,k) Θ]
J,k . (VI.1)

On évalue les énergies cinétique et potentielle (notéesẽJ
cin et ẽJ

p) à partir de la projection de
ψ dans la base orthogonalet1 d’ordre m1, puisque c’est dans cette base que l’on effectue
la diagonalisation de l’hamiltonien (cf page125). On utilise donc le vecteur de coefficients
CJ = {cJ,k}k∈ΩJ obtenu en exprimantψ dansVt1

J :

PJ
Lψ = LψJ = ∑

k∈ΩJ

cJ,k ΦJ,k . (VI.2)

On rappelle le schéma nommant les opérateurs de changement de base utilisés pour traiter la
partie potentielle :

-

? ?
-

XT

Z

Vt1
J Vt2

J+`

Vt1
J

X

ZT

(1)

(2) Ṽt2
J+`

et l’opérateur de normalisationNJ = 23J/2 I . L’expression deLψ dansVt1
J à partir de son ex-

pression dansVt2
J s’écrit doncLψJ = N−1

J Z I]J
Lψ.
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Énergie cinétique
Le calcul de l’énergie cinétique se fait directement dans la baset1, à l’aide de la matrice de
rigidité de l’opérateur cinétique−1

2∆ dans cette base :

ẽJ
cin =

(CJ)T A CJ

(CJ)T CJ
.

La matrice de rigiditéA dans la formulation de Galerkin a d’abord été introduite dans le
chapitreIV, page87, puis lors de la discrétisation de l’hamiltonien, dans la sectionV.2.2),
page125.

Remarque VI.1.1 Dans nos tests sur l’ordre de la méthode, on calculera l’erreur relative
entre l’énergie obtenue en discrétisant l’expression de l’énergie exacte, et l’énergie obtenue
avec notre approximation. Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de ecin et ep, nous ferons
référence à cette énergie discrétisée, calculée de la manière suivante :

eJ
cin ∼

L3

23J ∑
k∈ΩJ

(∇ Lψ(xJ,k))2, eJ
p ∼

L3

23J ∑
k∈ΩJ

LV(xJ,k) ( Lψ(xJ,k))2,

et qui est toujours inférieure à l’énergie exacte.

La figure VI.1 montre le comportement de l’erreur relative
|eJ

cin− ẽJ
cin|

|eJ
cin|

en fonction de la

résolution selon une dimension 2J. On a utilisé deux familles interpolantes, d’ordresm2 = 6 et
m2 = 8, pour passer de l’expressionI ]

J
Lψ à PJ

Lψ, dans le cas oùt1 = D8. La dépendance en
m2 de l’erreur d’approximation est faible : on observe juste un léger décalage selon l’axe des
ordonnées entre ces deux courbes, qui correspond à deux constantesC différentes.
En échelle log/log, les courbes obtenues pour différents ordresm1 de la famillet1 sont des
droites, et l’on obtient le comportement suivant :

|eJ
cin− ẽJ

cin|
|eJ

cin|
∼ C 2−2J(m1−1).

D’autre part, on observe que l’erreur n’a plus le comportement attendu lorsqu’elle devient
inférieure à 10−10 : on se situe dans la limite de précision de la machine. Nous n’avons pas
précisé ici quel type de famille de Daubechies est utilisé. En fait, la matrice de rigidité est iden-
tique pour la famille avec le nombre maximal de moments nuls, et la famille la plus symétrique
(Symmlets). La différence sur l’énergie cinétique entre famille de Daubechies et Symmlet est
infime.

J D8I8 C2I8

5 0.75018128058 0.75014211657
6 0.75000329836 0.75000302797

TAB . VI.1 – Comparaison de l’énergie cinétiquẽeJ
cin de l’oscillateur harmonique évaluée

dans une base de Daubechies, et une base de Coiflet du même ordre 4.
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FIG. VI.1 – Pour l’oscillateur harmonique, erreur d’approximation de l’énergie cinétique
ẽJ

cin en fonction de2J. En ordonnée : erreur relative entre eJ
cin et ẽJ

cin pour différents ordres
de fonctions d’échelle de Daubechies. L’orbitale solution est d’abord projetée sur la base
interpolante t2 = I8 d’ordre 8, puis l’opérateur Z permet de passer en base de Daubechies
t1 = Dx, avec x= 6,8,10 (i.e. ordres3,4,5). La courbe en trait discontinu correspond à un
ordre d’interpolation égal à 6.

Pour un ordre donném1, le choix de la famille orthogonale importe peu pour évaluer l’éner-
gie cinétique, comme le montre le tableauVI.1. Une famille de Daubechies est donc plus adap-
tée, car les supports de ses fonctions de base sont plus courts, et permettent donc des calculs
plus rapides.

L’ordre obtenu pour approcher l’énergie cinétique 2(m1− 1) révèle l’intérêt d’utiliser de
telles bases : en effet, si l’erreur pour évaluer une fonction dans l’espaceVt1

J est deε, alors
on commettra une erreur deε2 pour évaluer son énergie cinétique. En passant en base d’onde-
lettes, et en effectuant un seuillage sur les coefficients supérieurs àε, alors l’erreur commise
sur l’énergie sera quadratique par rapport àε, i.e. très petite. L’utilisation des ondelettes dans
de tels systèmes est donc très prometteuse.

L’énergie potentielle approchéẽep peut être calculée par plusieurs moyens, de manière
homogène avec la construction de la matrice de rigidité de l’opérateur potentielB. Le potentiel
est discrétisé sur la base de collocationΘ]

J+` selon les coefficientsV = { LV(xJ+`,k)k∈ΩJ+`
} :

I ]
J+`

LV = ∑
k∈ΩJ+`

LV(xJ+`,k) Θ]
J+`,k .
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Nous avons vu deux possibilités d’approcher l’énergie potentielle dans le chapitre précédent,
que nous testons dans le cas de l’oscillateur harmonique. En particulier, nous comparons les
valeurs numériques entre formulation de Galerkin et ces deux méthodes.

Formulation de Galerkin
Dans une formulation de Galerkin, la matrice de rigiditéGB est de la forme :

GBk,k′ =
Z

Ω1

ΦJ,k(r) I ]
J+`

LV(r) ΦJ,k′(r) dr

= ∑
k∈ΩJ+`

LV(xJ+`,m)
Z

Ω1

ΦJ,k(r) Θ]
J+`,m(r) ΦJ,k′(r) dr

= 2−3(J+`)/2 ∑
k∈ΩJ+`

LV(xJ+`,m) TJ,J+`(k−2−`m,k′−2−`m).

La matriceTJ,J+` est le produit tensoriel de trois matrices bidimensionnelles périodisées
ŤJ,J+`, et on la calcule à partir des coefficients de connection en une dimension :

T0,`(k,k
′
) =

Z
R

φ(x−k) θ(2`x) φ(x−k
′
) dx.

FIG. VI.2 – Valeurs des coefficients de connection entre trois fonctions d’échelles T0,0. En
abscisse et ordonnée(k,k′). θ est la fonction d’échelle interpolante d’ordre 8, etφ la fonction
d’échelle de Daubechies d’ordre 4.

On a calculé les coefficients deT0,` selon la méthode de l’article [123]. Un exemple de
valeurs de ces intégrales pour différentsk,k′ est présenté dans la figureVI.2. Le support semble
être de taille raisonnable sur cette figure, d’une trentaine d’éléments.

Une série de convolutions bidimensionnelles par cette matrice permettent de calculer l’éner-
gie potentielle associée àGB :

Gẽp =
CT

J
GB CJ

CT
J CJ

.
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Nous n’avons pas implémenté ce calcul en trois dimensions, sa complexité étant trop élevée.
Le tableauVI.2 donne la répartition des coefficients deTJ,J selon leur ordre de grandeur, pour
le coupleD4 I4. Leurs filtres ont de petits supports, et déjà le nombre de coefficients deTJ,J

non nuls est important. 634 coefficients sont supérieurs à 10−4, et plus de 10000 sont supé-
rieurs à 10−8. Les coefficients importants se situent autour de la diagonale, i.e. pour|k− k

′|
petit.

Ordre de grandeur> 10−2 > 10−4 > 10−8 > 10−9 > 10−11 > 10−16

Nombre 47 637 9420 4976 10004 12475

TAB . VI.2 – Évaluation de la taille des coefficients de la matriceTJ,J pour t1 = D4 et t2 = I4.
Cette matrice à 6 dimensions est le produit tensoriel de trois matrices à deux dimensions. On
affiche le nombre de coefficients compris entre deux ordres de grandeurs. 47 est le nombre de
coefficients supérieurs à10−2, et 637 est le nombre de coefficients compris entre10−2 et10−4.

Nous avons essayé de diminuer ce coût, en travaillant sur la matriceTJ,J. La première idée
a été de comprimer cette matrice, mais l’impact sur l’erreur d’évaluation de l’énergie poten-
tielle est trop important, si l’on utilise un taux de compression élevé. Puis, cette matrice étant
symétrique, nous l’avons diagonalisée pour regarder s’il y avait des directions propres pré-
pondérantes, et donc un moyen d’approcher cette matrice en ne gardant que les directions
associées aux plus grandes valeurs propres. Ce genre de méthode s’est révélée infructueuse.
Travailler sur cette matrice ne semble pas être une bonne solution si l’on veut améliorer la
complexité de l’algorithme.

Il est tout de même possible dans le cas de l’oscillateur harmonique d’évaluerGẽp, en
utilisant les propriétés de séparabilité du potentiel et de la solution :

V(r) =
1
2
(x2 +y2 +z2) = v(x)+v(y)+v(z), v(x) =

1
2

x2,

ψ(r) = CN e−|r |
2/2 = f (x) f (y) f (z), f (x) = C1/3

N e−x2/2.

On suppose que||ψ||L2(Ω) = 1 . Si on noteω =]0,L[, l’énergie potentielle se simplifie :

ep =
Z

Ω
ψ(r) V(r)ψ(r) dr = 3

Z
ω

v(x) f 2(x) dx
Z

ω
f 2(y) dy

Z
ω

f 2(z) dz

= 3
Z

ω
v(x) f 2(x) dx= 3× 1

4
.

Nous nous plaçons donc surω, en discrétisantL f et Lv selon le même schéma que pourψ et
V, mais en utilisant des AMR périodiques sur]0,1[. Nous prenons par la suite` = 0. L’énergie
potentielle monodimensionnelle s’écrit alors :

G1dẽp =
∑k∈ωJ

fJ,k fJ,k′ vJ,l
R

ω φJ,k(x) θ]
J,l (x) φJ,k′(x) dx

∑k∈ωJ
f 2
J,k

=
2−J/2 ∑k∈ωJ

fJ,k fJ,k′ vJ,l TJ,J(k− l ,k′− l)

∑k∈ωJ
f 2
J,k

.
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D8I8 D6I8 D6I4

32 0.7500070985 0.750043907 0.75055975

64 0.750000030114 0.75000067514 0.750033937

128 0.7500000000587550.750000010427 0.750000010427

TAB . VI.3 – Énergie potentielleGẽJ
p de l’oscillateur harmonique selon une formulation de

Galerkin. On affiche les 5 premiers chiffres significatifs. Cette énergie du système en trois di-
mensions est calculée en utilisant les propriétés de séparabilité du potentiel V et de la fonction
d’ondeψ.

Le tableauVI.3 donne les valeurs de l’énergie potentielle en trois dimensions à partir de
celles en une dimension. L’ordre obtenu dans les trois cas est respectivement 8.5, 6.2 et 4.
Cela suggère un comportement de l’erreur en

|eJ
p− GẽJ

p|
|eJ

p|
∼ C 2−J min(2m1+α, m2), α 6

1
2
.

Il apparaît donc qu’il vaut mieux utiliser une famille interpolante d’ordrem2 > 2m1. Ceci n’est
pas gênant dans la mesure où les fonctions de base des AMR interpolantes sont symétriques :
on effectue les opérations non pas sur les 2m2 coefficients des filtres, mais uniquement sur les
m2 positifs.

Nous comparons par la suite les valeurs du tableauVI.3 avec celles obtenus par méthode
de collocation. Dans une telle méthode, on ne pourra cependant pas prédire le signe de ˜eJ

p−eJ
p.

Méthode 1
Dans la première méthode, la matrice de rigidité est de la forme :

1B = N−1
J+` Z

(
I ]
J+`

LV
)

NJ+` X.

Si on poseF = DJ+` Xt1,t2
` CJ , c’est-à-dire queF est le vecteur des points de collocation de

Lψ sur ΩJ+`, et F̃ = D−1
J+` (Zt2,t1

` )T CJ , qui correspond aux coefficients dans la base duale

<L ψ | Θ]
J+`,k >, alors on approchẽep par :

1ẽJ
p =

F̃T V F

F̃TF
.

La figureVI.3 montre pour différents ordres (t1, t2) l’évolution de l’erreur relative sur̃eJ
p pour

différentes discrétisations. Là encore, on observe des droites, qui dépendent non pas de la
discrétisation dans le volume (en 23J), mais bien de la résolution selonunedirection. Numéri-
quement, on obtient la loi de comportement :

|eJ
p− 1ẽJ

p|
|eJ

p|
∼ C1 2−Jm1.
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FIG. VI.3 – Pour l’oscillateur harmonique, erreur relative sur1ẽp. En abscisse :2J. Dans
les trois premières courbes, t1 est une base de Coiflets de trois ordres différents 2, 4 et 6. La
dernière courbe D8 I10 illustre le fait que pour le même ordre (4), une base de Daubechies se
comporte moins bien qu’une base de Coiflets.

Le tableauVI.4 donne pour différents couples(t1, t2) les pentes obtenues numériquement pour
les courbes de la figureVI.3. L’avantage de l’utilisation d’une famille de Daubechies n’est
plus aussi évident, par rapport à une famille de Coiflet. La courbe en pointillé de la figure
VI.3, et la dernière colonne du tableauVI.4 donnent des exemples de ce phénomène. On peut
expliquer cela par le fait que la fonction d’échelle de Daubechies ne possède pas de moments
nuls, mais également par le centrage de ces fonctions. Nous avons montré dans la figureVI.3
le cas d’une famille d’ordrem1 = 4. Ce décalage s’accroît en utilisant des fonctions encore
plus décentrées1. A contrario, les fonctions d’échelle de Coifman sont centrées, et possèdent
un certain nombre de moments nuls, ce qui améliore nettement le résultat.

Si l’on veut tout de même rester dans une base de Daubechies, une solution peut être
d’utiliser une base de Daubechiescomplexe, qui est symétrique. Lina et al. [109] proposent
une construction de ces ondelettes. Un exemple d’utilisation pour résoudre un modèle simple
d’équation de Schrödinger non linéaire dépendant du temps, se trouve dans l’article [73]. Ces
fonctions de base possèdent alors les propriétés d’interpolation nécessaires au traitement du
terme non linéaire.

1Les graphes de ces fonctions ont été tracés aux pages63 et 64. À part la fonction d’échelle de Daubechies
d’ordre 3, toutes les fonctions de Daubechies et Symmlets sont décentrées.
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C1 I8 C2 I8 C3 I8 D8e I10 D8s I8

2 4 6 4 4

1.97 4. 5.9 3.75 3.5

TAB . VI.4 – Ordre d’approximation de l’énergie potentielle selon la méthode 1., pour dif-
férents couples(t1, t2). La deuxième ligne correspond à l’ordre des fonctions de type t1. s
correspond à une Symmlet, et e à une fonction de Daubechies.

D6 I8 D8I8

32 0.7538240 0.75049425

64 0.7511514 0.750035962

128 0.7503008 0.7500025261

TAB . VI.5 – Oscillateur harmonique, exemples de valeurs1ẽJ
p selon la méthode 1., pour deux

couples(t1, t2).

Dans le tableauVI.5, nous affichons les énergies1ẽJ
p pour différentsJ. La différence avec

GẽJ
p (cf tableauVI.3) est assez grande. On perd plusieurs ordres de grandeur, et la loi n’est

plus quadratique avecm1. La complexité de l’algorithme est considérablement diminuée par
rapport au cas de Galerkin, et l’on peut considérer que pour ce coût moindre, on obtient une
évaluation qui n’est pas trop mauvaise.

Nous avons introduit dans nos calculs un paramètre,`, qui correspond à un changement de
résolution pour appliquer l’opérateur potentiel à une orbitale. Dans les programmes de calculs
de structure électronique utilisant des ondes planes, on calcule les valeurs aux points de la
densité sur un maillage de résolution deux fois plus fine (` = 1) que la résolution utilisée dans
la base d’ondes planes.

Nous avons testé l’impact d’une telle méthode avec des bases de fonctions d’échelle. Cela
a nécessité l’implémentation de structures et d’opérateurs de passage présentés dans l’annexe
A. Dans le tableauVI.6, on compare l’effet du doublement du nombre de fonctions de base
J = 6, ` = 1 avec le cas sans raffinementJ = 6, ` = 0, et le cas où les fonctions sont exprimées
dès le début dans une résolution plus fineJ+ `. Nous voyions que l’on peut atteindre la même
erreur que pourJ+1, ` = 0. Cela signifie que l’on peut résoudre les équations dans une base
de résolutionJ, et élever cette résolution àJ+ ` uniquement pour le calcul de l’énergie poten-
tielle, et l’application de l’opérateur potentiel.

Cependant, cette méthode est loin d’être idéale : ainsi, en augmentant encore le paramètre
`, on n’obtiendra pas forcément une erreur plus petite,et pour cause: passer d’un espace de
dimensionJ à un espace de dimensionJ+` à la manière d’une méthode multigrille induit une
perte d’information non négligeable : pour passer deVt1

J à Vt2
J+` , il est nécessaire d’inclure

des ondelettes.
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C1I8 C2I8 C3I8

ordret1 2 4 6

6,0 7.72 e-3 6.28 e-5 3.17 e-4

6,1 1.90 e-3 4.12 e-6 1.81 e-7

7,0 1.95 e-3 3.97 e-6 1.72 e-8

TAB . VI.6 – Erreur relative pour la méthode 1., pour t1 égal à une famille de Coiflets de
différents ordres. Étude de l’impact du paramètre` (raffinement du maillage sur lequel est
exprimé le potentiel). Pour J, ` = 1, l’erreur d’approximation est proche de l’erreur pour J+
1, ` = 0.

Si l’on prend` = 1, on peut donc obtenir une évaluation de l’énergie potentielle très précise,
par rapport à la résolution dans laquelle on calcule les orbitales. Dans la procédure de diagona-
lisation, il faudrait pouvoir contrôler l’application de la matriceB à un vecteurCi

J, mais aussi
l’évaluation de l’énergie associée. Nous avons dans nos tests utilisé une routine de ARPACK
pour déterminer les plus petites valeurs propres, dans laquelle nous ne contrôlons pas le cal-
cul des énergies. Il faudrait alors implémenter une méthode, par exemple de Lanczos, comme
dans l’article [68], en utilisant notre construction de l’opérateur potentiel, et en particulier la
possibilité de passer à une résolution plus fine` = 1 pour le calcul de l’énergie potentielle.

Méthode 2
Dans la deuxième méthode, on exprime l’orbitale dansṼt2

J+` , et le produit̃I ]
J+`

Lψ parI ]
J+`

LV
est développé dansVt2

J . On applique ensuite l’opérateurZ pour repasser en baset1 :

2BJ = NJ+` Z
(

I ]
J+`

LV
)

N−1
J+` ZT .

L’énergie potentielle s’écrit alors :

2ẽJ
p =

F̃T V F̃

F̃T F̃
.

Les tests numériques révèlent que cette méthode a un ordre d’approximation relativement
élevé. En effet, on a trouvé à partir des pentes des courbes présentées dans les figuresVI.4 que
l’erreur est quadratique, i.e. :

|eJ
p− 2ẽJ

p|
|eJ

p|
∼ C2 2−Jmin(2m1,m2),

le préfacteurC2 dépendant des deux normes‖ ψ ‖Hm1 et ‖ ψ ‖Hm2 . Ici, la différence entre
Daubechies et Coiflets n’est plus si nette : on n’observe pas de dégénérescence de l’ordre.
Cela provient certainement du fait que l’on n’exprime pas l’orbitale dans la base deVt2

J+` ,
mais dans sa duale.
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FIG. VI.4 – Pour l’oscillateur harmonique. En abscisse :2J. En ordonnée : erreur sur l’éner-
gie potentielle selon la méthode 2. En haut, étude pour différents ordres de Coiflets (2,4 et 6).
En bas, influence de m2 sur l’approximation, en prenant une famille de Daubechies d’ordre
m1 = 4. On a rajouté dans les deux figures les courbes C3 I10 et D6 I8 pour mieux évaluer
l’influence des deux familles t1 et t2 sur l’ordre de la méthode.
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Dans la figure du haut deVI.4, la courbe en pointillé suit la courbe deC2I8 alors qu’elle est
associée à un ordre plus élevém1 = 6. Dès que l’on prend une famille d’interpolantes d’ordre
plus élevé 10, la droite est de pente 10.6 : c’est pourquoi nous supposons que l’ordre de la
méthode dépend de la régularité minimale utilisée pour exprimer la fonction d’onde et le po-
tentiel. La méthode est d’ordre quadratique par rapport àm1 car on fait le produit de deux
représentations d’une fonction d’ondeLψ : là encore, si on suppose que l’erreur d’approxima-
tion deLψ dansVt1

J est deε, alors l’erreur de son carré sera enε2, et nous pouvons évaluer
l’énergie potentielle en respectant cette erreur : cette méthode dévaluation de l’énergie poten-
tielle semble être optimale.
Dans la figure de droite, on a étudié l’autre possibilité : pour un ordrem1 = 4, on étudie diffé-
rents ordresm2 d’interpolantes. Les courbes semblent bien vérifier cette loi.

Méthode 2.

J D6I8 D8I8 C2I8

5 .750043053 .750010176 .7500094682

6 .75000062740 .750000043524 .750000040569

7 .750000009528 .7500000001122 .75000000010048

TAB . VI.7 – Oscillateur harmonique. Méthode 2. pour l’évaluation de l’énergie potentielle.
2ẽJ

p pour différents J et différents(t1, t2).

Nous affichons les énergies2ẽJ
p de la méthode 2 dans le tableauVI.7. Ces résultats sont

comparés à ceux obtenus dans la méthode de Galerkin, du tableauVI.3, page145. Que ce
soit pour Daubechies ou Coifman, les résultats sont du même ordre de grandeur que dans la
méthode de Galerkin. Notons de plus que la famille de Coifman est extraordinairement proche
du résultat de Galerkin. Il arrive (notamment pourD6 I8, J = 7) que2ẽJ

p soit plus petite que
GẽJ

p. Cela est dû au fait que notre méthode est une méthode de collocation.
Au terme de cette étude, nous pouvons donc conclure que nous avons une méthode opti-

male pour évaluer l’énergie potentielle, puisqu’elle se comporte de la même manière que la
méthode de Galerkin, et que les énergies sont du même ordre de grandeur. Cette méthode est
donc très intéressante, puisqu’elle va permettre de calculer l’énergie et appliquer2B avec un
coût linéaire par rapport aux supports det1 et t2, au lieu d’un coût quadratique.

VI.1.2) L’atome d’hydrogène

On suit la même démarche que dans la partie précédente mais en utilisant un hamiltonien

différent. Pour l’atome d’hydrogène, l’hamiltonien s’écritHe =−1
2

∆+V , avecV(r) =− 1
|r | .

L’état fondamental de l’atome d’hydrogène est caractérisé par une valeur propre deHe ; on
doit alors résoudre l’équation de SchrödingerHe ψ = E ψ. Ici, l’équation est exacte,ψ est une
fonction d’onde. On connaît analytiquement le couple(Ee, ψe) solution :

ψe(r) = CN e−|r |,
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oùCN est une constante de normalisation, et les différentes énergies du système valent :
– L’énergie cinétique vautecin = 0.5 H.
– L’énergie potentielle vautep =−1. H.
– L’énergie fondamentale de l’hydrogène vautEe = ecin +ep =−0.5 H.
Dans notre étude, nous nous plaçons surΩ =]0,L[3, avec conditions aux bords périodiques.

Il est nécessaire d’annuler artificiellement ce potentiel se comportant en 1/|r | aux bords deΩ.
De plus, on élimine la singularité deV en l’approchant par un pseudo-potentielVloc. On utilise
alors l’hamiltonienH :

H =−1
2

∆+Ṽ =−1
2

∆+
Vloc(r)

1+eβ (|r |−rc)
,

oùVloc est le pseudo-potentiel suivant :

Vloc(r) =− 1
|r |

er f

(
|r |√
2 r loc

)
+e

− 1
2( |r |

rloc
)2
(

C1 +C2(
|r |
r loc

)2 +C3(
|r |
r loc

)4 +C4(
|r |
r loc

)6
)

.

La fonction d’ondeψ1 associée à l’état fondamental du système décrit parH n’est pas égale
à ψe. Nous utiliserons pourtant le couplẽV,ψe dans nos tests numériques. On a l’inégalité

∀ r ∈ Ω, V(r) 6 Ṽ(r),

ce qui signifie en terme d’énergie que

ep 6
< ψe , Ṽ ψe >

< ψe, ψe >
.

La fonction d’ondeψ1 de l’état fondamental pour le potentielṼ doit en fait vérifier la même
inégalité :

ep 6
< ψ1 , Ṽ ψ1 >

< ψ1, ψ1 >
.

En effet, le potentiel̃V est moins profond queV, et l’électron est moins attiré par le noyau : cela

implique également que l’énergie cinétiqueecin1 = <ψe , − 1
2∆ ψe>

<ψe, ψe>
augmente lorsque l’on résout

numériquement le problème de minimisation. Nous montrerons un exemple de résolution en
fin de cette partie, mais pour l’instant voulons plutôt estimer, à partir deṼ et ψe, l’erreur
d’approximation en fonction de la résolution des basest1 et t2, et de leurs régularités.

Dans les tests de cette partie, on se place dans un cube de cotéL = 10a.u., la fenêtre a pour
paramètresrc = 6 a.u., β = 7. On s’est de plus assuré que le changement de position du noyau
dans la boîte ne changeait rien dans les valeurs obtenues.
On suit donc la même démarche que dans la partie précédente : on discrétise la fonction d’onde
Lψe sur Θ]

J,k , puis on l’exprime dans l’espaceVt1
J en appliquant un changement de base. On

obtient alorsPJ
Lψe, à partir duquel on évalue les différentes énergies. La figureVI.5 donne

pour différents couples(t1, t2) l’évolution de l’erreur d’approximation de l’énergie cinétique
ẽJ

cin. Cela se traduit par des droites de même pente, et décalées selon l’axe des ordonnées : le
préfacteur dépend ici inversement de l’ordre des fonctions de baset1, et croît avec la régularité
det1.
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FIG. VI.5 – Pour l’hydrogène : erreur d’approximation de l’énergie cinétique en fonction de
2J, pour différents couples t1, t2.

La fonction d’ondeψe n’est pas aussi régulière que la gaussienne utilisée dans l’exemple de
l’oscillateur harmonique. C’est pourquoi les pentes des droites de la figureVI.5 sont toutes
identiques (on les a évaluées égales à 2.8), et ne dépendent plus de l’ordrem1 de la baset1.
On note qu’ici la courbe relative àD8 est plus basse que celle det1 = C2. En fait, comme il a
été question dans le chapitreIV, la matrice de rigidité du laplacien est identique dans une base
de Daubechies et dans une base interpolante. Cela veut dire qu’on évalue l’énergie cinétique
de la même manière dans les deux bases, et que la différence aveceJ

cin sera plus petite qu’avec
n’importe quelle autre base de même ordre : pour une famille de Coifman d’ordre 4 (t1 = C2)
la courbe est légèrement au dessus.
Si on poseψe ∈ Hs, s> 1, alors par analogie avec la partie précédente, on va supposer que
l’erreur sur l’énergie cinétique est de la forme :

|eJ
cin− ẽJ

cin|
|eJ

cin|
∼ C 2−2J(min(m1,s)−1),

C étant une constante indépendante deJ. Si l’on suit la loi précédente, alors on en déduit une
majoration2 des :

s= 2.4 .
5
2

2Nous restons prudent quant à la majoration des, et pas l’égalité. Il s’avère que l’inégalité serait stricte. La
preuve devrait faire l’objet d’un article de H.-J. Flad (Max-Planck Institut, Leipzig).
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En conclusion, nous voyions ici qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser des bases d’ordre trop
élevé, la précision de la méthode dépendant de la régularitéHs de la fonction d’onde. Cela
veut dire que l’on peut utilisert1 = D6 ou t1 = C2. Nous avons vu dans la partie précédente
que l’impact de la famille interpolantet2 intervenait dans l’évaluation de l’énergie potentielle.
Nous avons présenté deux méthodes pour former la matrice de rigidité associée au potentiel
Ṽ, desquelles découlent deux techniques d’évaluation de l’énergie cinétique.

On rappellẽeJ
p dans la méthode 1., avecF = DJ+` Xt1,t2

` CJ et F̃ = D−1
J+` (Zt2,t1

` )T CJ :

1ẽJ
p =

F̃T VF

F̃TF
.

Si le potentiel et la fonction d’onde sont de classeC∞, alors l’erreur d’approximation de1ẽJ
p

est enO(2−Jm1). Le tableauVI.8 donne les pentes obtenues pour différents couples d’AMR.

(t1, t2) D6I8 C1I8 D8I6 D8I10 C2I4 C2I8 C3I8

ordresm1,m2 3,8 2,8 4,6 4,10 4,4 4,8 6,8

pentes 1.9 2.2 2.9 2.9 2.95 2.95 2.95

TAB . VI.8 – Ordre de la méthode d’évaluation de l’énergie potentielle1ẽJ
p, pour différents

couples de familles t1, t2.

Certaines de ces pentes sont visibles en haut de la figureVI.6. L’ordre maximal 2.95 est
atteint pourm1 > 4 et m2 > 4. Dans le tableauVI.8 nous avons affiché la pente pourD6I8,
et dans la figure, celle deD6I6. La dépendance de l’erreur en fonction du choix de l’inter-
polante est faible, on peut donc prendre un petit ordre pourm2 (m2 = 4 suffit). La fonction
d’échelle de Daubechies d’ordre 3, ne possédant pas de moments nuls, appauvrit la qualité de
l’approximation : la pente est même moins forte que celle relative àC1, d’ordre 2.

Dans la méthode 2., l’énergie potentielle s’écrit :

2ẽJ
p =

F̃T V F̃

F̃T F̃
.

La deuxième figureVI.6 donne l’évolution de l’erreur d’approximation selon la méthode 2..
La pente est identique quelques soient les ordresm1 etm2, et vaut 2.95. Cela voudrait dire que
le potentiel est moins régulier que l’orbitale, et que l’ordre dépend de l’ordre deṼ. Cependant,
on a trouvé en étudiant l’énergie cinétique queψe était certainementHs, avecs = 2.4. On
aboutit donc à une contradiction ici, que nous ne pouvons pour l’instant lever.
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FIG. VI.6 – Pour l’hydrogène. Évolution de l’erreur d’approximation de l’énergie potentielle
selon les méthodes 1. (en haut) et 2. (en bas), en fonction de(t1, t2).
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VI.1.3) Résolution de l’équation de Schrödinger pour l’hydrogène

Après avoir étudié la qualité de l’approximation avec une fonction d’onde donnée, nous
résolvons maintenant l’équation de Schrödinger pour l’hydrogène. Il s’agit donc de déterminer
la plus petite valeurs propreE de l’opérateur hamiltonienH =−1

2 ∆+Ṽ, et la fonction d’onde
associée. Après discrétisation du problème, il s’agit donc de déterminer la plus petite valeur
propre de la matrice de rigiditéHJ = A+B. Nous avons choisi de prendre la première méthode
pour approcher l’opérateur potentiel :

BJ =1 BJ = N−1
J+` Z

(
I ]
J+`

LṼ
)

NJ+` X.

On utilise IRAM, procédure de diagonalisation basée sur la méthode d’Arnoldi, pour détermi-
ner l’état fondamental de l’hydrogène. La première partie du tableauVI.9 donne les valeurs
des énergies cinétique, potentielle et totale obtenues pour 3 niveaux de résolution, et pour le
couple(t1, t2) = D8 I8. On rappelle queE = ẽcin + 1ẽp.

J ẽcin
1ẽp E matvec Temps

5 0.515538 −1.008131 −0.492562 210 32 sec.

6 0.520743 −1.015017 −0.494273 420 15 min.

7 0.521814 −1.016454 −0.494639 945 3h 50

8 0.521879 −1.016544 −0.494664 2895 87h40

TAB . VI.9 – Résolution de l’équation de Schrödinger pour l’hydrogène. Première partie :
énergies de l’état fondamental par détermination de la plus petite valeur propre deH , pour le
couple(D8I8). Deuxième partie : nombre de produits matrice/vecteur pour que l’algorithme
converge, et temps de calcul. Paramètres de calcul : L= 10a.u., rc = 6 a.u., β = 7.

On observe une diminution de l’énergie totaleE en fonction de la résolution, ainsi que
de ẽp. Pour un tel hamiltonien, où le potentielṼ n’a plus la singularité enr = R, R étant la
position du noyau dansΩ : étant moins profond, il attire moins l’électron, qui de ce fait va
tendre à se “délocaliser” : l’énergie cinétique sera plus grande que 0.5H, l’énergie cinétique
exacte de l’atome d’hydrogène.

Dans la deuxième partie du tableauVI.9, on étudie le nombre d’opérations (nombre de
produits matrice/vecteurmatvec, i.e. le nombre de fois que l’on effectueH CJ), et le temps
nécessité pour résoudre l’équation. Le comportement du nombre de produits matrice/ vecteur
en fonction de la résolution suit la loimatvec∼ 21.43 J.

L’application des opérateursX et Z se fait par des convolutions monodimensionelles par
des filtres. Le premier filtre est désigné en annexeA par z0. Pour(t1, t2) = D8I8, la taille
de ce filtre obtenue numériquement est de 20. Le deuxième filtre correspond aux valeurs aux
points entiers de la fonction d’échelle 1Dφ. Numériquement, son support (valeurs supérieures
à 10−20) est de 7. Le support du filtre de dérivation associé àΦJ est de 7. L’application de
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HJ à un vecteurCJ coûte donc 3(7+ 7+ 1+ 20)×2J soit 105×2J opérations en moyenne.
Dans cet exemple, le code fait donc en moyenne 105×2J×21.45 J = 105×22.45 J opérations,
on devrait donc trouver que le temps suit cette loi. Cependant, d’après la colonne de droite du
tableauVI.9, le temps évolue enO(24J) sec.. Notre code n’est donc pas trop mauvais, mais il
y a encore des optimisations à faire dans la gestion des tableaux, et de l’accès à la mémoire,
pour être plus rapide.

VI.2 Résolution du système autocohérent

Après avoir testé la méthode sur des hamiltoniens linéaires, on implémente l’algorithme
autocohérent pour un atome. Pourρ̃0 fixé (on la prendra égale à une gaussienne centrée sur
le noyauρ̃0(r) = e−|r−R|2/2) on inclut les termes dépendant de la densité, afin de former le
potentiel de Kohn et Sham :

H [ρ̃0] =−1
2

∆+VKS[ρ̃0], VKS[ρ̃0] = Ṽ +Vxc[ρ̃0]+VC[ρ̃0].

Après avoir déterminé lesNt valeurs propresε1
i deH [ρ̃0] et les vecteurs propres associésLψ1

i
dans l’espaceVt1

J , on peut donc construire la nouvelle densité :

Lρ1 = 2
occ

∑
i=1

ni | Lψ1
i |2.

Si || Lρ̃0− Lρ1||> τ , alors l’algorithme n’a pas convergé, et l’on pose à l’entrée de la nouvelle
itération Lρ̃1 = Lρ1. Nous proposons dans cette partie d’étudier l’algorithme selon plusieurs
critères : d’abord, on regarde en fonction des paramètres (Nt nombre de valeurs propres total,
remplissage des couches selon lesni) le comportement de l’algorithme. Ensuite nous regardons
quelles sont les valeurs obtenues pour de petites atomes, pour tirer des conclusions sur la
validité de la méthode.

VI.2.1) Comportement au cours des itérations

Les tests de cette partie ont été réalisés sur l’atome d’hélium (le nombre de charges du
noyau estZ = 2) : la densité s’écrit Lρ = 2 |Lψ1|2 , c’est-à-direocc= 1, n1 = 1. On a uti-
lisé 1283 fonctions d’échelle de Daubechies d’ordre 3 pour représenter les orbitalesLψi . À
partir deρ̃0(r) = e−|r−R|2/2, nous avons tout d’abord regardé au cours de la première itération
comment réagit la procédure de diagonalisation en fonction du nombre de valeurs propres to-
tal que l’on calcule. Dans la figureVI.7, on regarde le nombre de produits matrice/vecteurs
requis pour calculerNt = occ+Nu valeurs propres,Nu = 0, . . . ,19. On a prisL = 30 a.u., car
les orbitales associées à des énergies élevées sont situées de plus en plus loin du noyau. La
dimension de l’espace de Krylov est fixée et toujours égale à 50, c’est-à-dire au moins deux
fois plus grande que 20, le nombre maximum de valeurs propres calculées. Elle est fixée pour
cet exemple, mais en général elle varie en fonction du nombre de valeurs propres calculées,
afin d’optimiser le nombre de produits matrice/vecteur. Il apparaît que le nombre de produits
matrice/vecteur semble suivre la dégénérescence des valeurs propres : par exemple, pour les
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FIG. VI.7 – Nombre de produits matrice/vecteur, lors d’une étape du cycle autocohérent, en
fonction du nombre de valeurs propres Nt à calculer.

valeurs propres 2−5, qui correspondent à un état 2s non dégénéré, et un état 2p dégénéré 3
fois, et pour lesquels l’énergie propre est à peu près du même ordre de grandeur, le nombre de
reste pratiquement constant, voire il décroît.
La procédure de diagonalisation IRAM nous permet donc de calculer pour une densité fixée
assez rapidement le jeu de vecteurs propres recherchés. Au cours des itérationsn de l’algo-
rithme autocohérent, le temps de calcul par IRAM reste tout à fait raisonnable, et générale-
ment quelques centaines de produits matrice-vecteur suffisent lorsque l’on résout le système
de Kohn et Sham pour de petits atomes.

La figureVI.8 est composée de deux parties. À gauche, une fois l’algorithme autocohérent
convergé, on donne les différentes valeurs propresε f

1, . . .ε f
Nt

, avecNt = 30. La valeur propre
associée à l’orbitale occupée est de l’ordre de−2.5H. Les autres (entre−0.6 et 0) corres-
pondent à des états non occupés. La figure de droite correspond au comportement des niveaux
d’énergieréels, tels qu’ils ont été introduit dans le préambule. Il s’agit d’une classification
qualitative, les valeurs des énergies dépendant de chaque atome. L’ordre des énergies est donc
le suivant : 1spuis 2set 2p sont relativement voisins, puis 3s, 3p, 3d,... On rappelle qu’un état
p est dégénéré 3 fois, etd l’est 5 fois.

En comparant les deux figures deVI.8, on observe donc que les énergies obtenues suivent
globalement le comportement des énergies réelles : l’état 1s est très profond, puis l’état 2s
est peu éloigné de l’état 2p... Le palier suivant contient 9 valeurs, ce qui correspond à un état
s (3s), un étatp (3p), et un étatd (3d). On observe donc numériquement dans cet exemple
que le spectre discret de l’hamiltonien de Kohn et Sham suit le comportement théorique du
spectre d’un atome. Les premières orbitales (figuresVI.9, VI.10, VI.12) possèdent également
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FIG. VI.8 – À gauche, pour l’hélium, état occupé et les 29 états inoccupés. À droite, classi-
fication des niveaux électroniques selon leur degré de dégénérescence (en abscisse), et leur
énergie (qualitatif).

les symétries et antisymétries attendues3, pour des étatss et p.

FIG. VI.9 – Hélium, n1 = 1 ; deux premières orbitales. isosurfaces−.00054a.u..

Cependant, pour les orbitales associées à des niveaux inoccupés plus élevés, on n’obtient
plus du tout les symétries et antisymétries désirées. La figureVI.13 donne quelques exemples
parmi les orbitalesLψ f

i , i compris entre 7 et 30.
On note de plus ici qu’en calculant l’énergie totale selon :

E = 2
occ

∑
i=1

ni ε f
i −

1
2

Z
Ω

VC[ρ̃ f−1] ρ f (r) dr +Exc[ρ f ]−
Z

Ω
Vxc[ρ̃ f−1] ρ f (r) dr ,

on a obtenu pour le cas de l’héliumE =−4.78H.

3Dans le cadre de la DFT, aucun critère de ce type n’est attendu pour les orbitales, qui n’ont a priori aucune
forme particulière.
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FIG. VI.10 – Hélium, n1 = 1 ; état2p. Isosurface±.00054a.u..

Les valeurs propres (exceptée la première) correspondent à des orbitales non occupées,
ou virtuelles, de l’atome d’hélium. Dans l’approximation de la DFT, à part la première non
occupéeε f

2 (appelée LUMO), aucune autre n’a de signification physique : la DFT ne modélise
pas les états excités, c’est-à-dire les états non fondamentaux. L’état fondamental est caractérisé
par l’Aufbauprincipe : on peuple d’abord les états de plus petite énergie. Nous avons étudié
le comportement de l’algorithme autocohérent dans le cas de l’hélium, en ne respectant pas ce
principe, c’est-à-dire en remplissant partiellement les deux premières couches :

n1 = n2 = 1/2,

au lieu de remplir totalement la première couchen1 = 1. Dans ce cas, l’algorithme autoco-
hérent converge tout de même, et l’énergie totale est de−2.81H (et donc bien supérieure à
l’énergie fondamentale (de−4.78 H)). Les premières orbitales (figureVI.11) ne possèdent
pas les symétries attendues. En particulier, on observe un mélange entre l’état 2s, et les états
2p, lié au fait que les énergies de ces états sont très proches. Par contre, pour des niveaux plus
élevés, les symétries apparaîssent clairement, et l’on peut classer les orbitales en fonction de
leurs dégénérescences et leurs symétries, conformément à la réalité (cf préambule). Ainsi les
figuresVI.14, VI.15, VI.16, VI.17 représentent des orbitales de type resp. 2d, 4f , 4d et 4p.

Remarque VI.2.1 (Convention pour les surfaces)Pour y fixé, le logiciel de visualisation
construit par triangulation la surface reliant les pointsr tels que y= ψ(r). Selon le signe
de cette valeur y, la normale à chaque triangle est soit dirigée par l’extérieur de la surface
(effet de lumière - réflexion) soit vers l’intérieur (pas de reflet - absorption). À part les figures
VI.9, VI.10etVI.11, les figures de cette partie sont affichées en fin de chapitre.

VI.2.2) Analyse de la compressibilité des orbitales

Nous étudions le taux de compression et la régularité des orbitales{ Lψ f
i }i=1,...,Nt obtenues

lorsque l’algorithme autocohérent a convergé, avec leurs valeurs propres associées{ε f
i }i=1,...,Nt
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FIG. VI.11 – Hélium. n1 = n2 = 1/2 ; premières orbitales. isosurfaces±0.0006a.u.. État 1s
puis quatre orbitales provenant du mélange entre un état de symétrie s (sphérique) et 3 états de
symétrie p. Énergies de ces orbitales, dans l’ordre :−2.1 H,−0.728H,−0.719H,−0.704H,
−0.679H.
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et l’impact de la compression en ondelettes de ces orbitales sur les différentes énergies. Ces
orbitales sont exprimées dans la base de typet1, que nous décomposons en ondelettes :

Pt1
J

Lψ f
i = LψJ

i = ∑
k

ci
J, k ΦJ,k

= ∑
k∈Ω j0

ci
j0, k ΦJ,k + ∑

ε∈{0,1}3\{(0)}

J−1

∑
j= j0

∑
k∈Ω j

di,ε
j,kΨ(ε)

j,k .

On applique un seuillage, en définissant pour toutj0 6 j 6 J−1 l’ensemblẽΩ j contenant tous
les indices de la base au niveauj pour lesquels le coefficient en ondelette associé est plus en
grand module qu’un certainτ :

Ω̃ j =
{

k ∈ Ω j , |dε
j,k |> τ

}
.

On reconstitue alors une approximation dePt1
J

Lψ f
i , notéψ̃τ

i , en recomposant le signal à partir

de la combinaison linéaire∑
k∈Ω j0

ci
j0, k ΦJ,k + ∑

ε∈{0,1}3\{(0)}

J−1

∑
j= j0

∑
k∈Ω̃ j

di,ε
j,kΨ(ε)

j,k . Les coefficients

en ondelettes de l’orbitaleLψi gardés dans cette compression sont décrits par l’ensemble
Ω̃(i) = ∪J−1

j= j0
Ω̃ j . On calcule les différentes énergies : cinétiqueec(ψ̃τ

i ) et potentielleep(ψ̃τ
i )

selon la méthode 1. introduite dans la partieV.2.4). À partir de ces nouvelles orbitales, on
construit une nouvelle densité surVt2

J+` . En posantF = DJ+` Xt1,t2
` Ci

J , les valeurs aux points
RJ+` = { Lρ(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

de la densité s’écrivent :

I ]
J+`

Lρ = 2
occ

∑
i=1

ni ∑
k∈ΩJ+`

(Lψi(xJ+`,k))2 Θ]
J+`,k ,

RJ+` = 2
occ

∑
i=1

ni
[
F2

µ

]
µ∈ΩJ+`

.

Cette densité est exprimée dans la base de typet2. On effectuera donc une analyse en ondelettes
t2 pour estimer, à partir de la compression sur les orbitales, le nombre de coefficients non

nuls obtenus pour la densité, qui correspond à la réunion des
{

Ω̃(i)
}

i=1,...,occ
. En gardant

l’expression de la densité dans la base de fonctions d’échelle, on résout l’équation de Poisson,
et l’on obtient le potentiel de Coulomb selon ses coefficients surVt2

J+` définis parHJ+` =
{ LVC(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`. L’énergie coulombienne se calcule alors par une formule de quadrature :

eC =
L3

23(J+`) (HJ+`)T RJ+`.

On évalue de la même manière l’énergie associée au potentiel d’échange-corrélationexc en
fonction des valeurs aux pointsEJ+` = { LVxc(xJ+`,k)}k∈ΩJ+`

, et l’énergie d’échange-cor-
rélationExc :

exc =
L3

23(J+`) (EJ+`)T RJ+`, Exc =
L3

23(J+`) εxc[ RJ+`] RJ+`.
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Nous avons tout d’abord effectué ce test dans le cas de l’hélium, pour 643 points, dans le
cas oùt1 = D8 ett2 = I8, occ= 2, etNt = 5. En fonction du taux de compression, nous avons
déterminé l’erreur entreψJ

i et ψ̃τ
i . En échelle log/log, nous avons obtenu des droites, ce qui

caractérise le comportement de la compression selon la loi :

‖ ψJ
i − ψ̃τ

i ‖2∼CN−α,

où N est le nombre de coefficients gardés pour le seuilτ. Le tableauVI.10 nous donne, pour
les 5 orbitales calculées, les puissancesα obtenues ; clairement, on distingue par cette analyse
un fort taux de compression pour la première orbitale 1s, puis trois orbitales qui semblent être
de même régularité : ce sont les états 2p, et une, plus régulière que les états 2p mais moins que
la première, pourrait alors s’interpréter comme une orbitale 2s.
Les états 2set 2p sont inversés ou non, cela dépend de la résolution, de la fenêtreχrc appliquée

1 2 3 4 5

1.74 1.43 1.36 1.36 1.36

TAB . VI.10 – Pour J= 7, pente des droites issues de la compression des 5 orbitales pour
l’atome d’hélium, n1 = n2 = 1, avec comme familles d’ondelettes D8 et I8. Des isosurfaces de
ces orbitales sont affichées dans la figureVI.11.

au potentielV, et de la taille de la boîte : les énergies correspondantes étant très proches, il
n’est pas anormal de constater une inversion de l’ordre. Dans le chapitreIII , on a établi un
lien entreα et la régularité de Besov de la fonction. En effet, si les coefficients en ondelettes
d∈ `p, avec1

p = s
3 + 1

2, alors la décroissance de l’erreur est en 2/p. Ici, α = 2/p. On peut donc

à partir du tableauVI.10 estimer l’appartenance des orbitalesψi à des espaces de BesovBs,p
p .

On obtient donc pourψ1 : s= 1.11 etp = 1.15 ; pourψ2 : s= 0.64, p = 1.39, etψ3, ψ4 et ψ5

appartiennent àBs,p
p avecs= 0.54 etp = 1.47.

D’après les différentes figures (notammentVI.9 et VI.10 pour les états 1s, 2s et 2p), il
apparaît que les orbitales sont localisées dans des couronnes autour du noyau : la localisation
des ondelettes gardées coïncident alors avec cette forte symétrie du système.

Le tableauVI.11 donne pour la première orbitale (état occupé de l’hélium), en fonction du
seuil de compression, le pourcentage de coefficients en ondelettes retenus, et l’erreur induite
sur l’énergie cinétique et l’énergie potentielle. On peut en compressant le signal à 80% restituer
les énergies avec une erreur très faible par rapport à l’erreur d’approximation à la résolutionJ.
PourJ = 6, on avait obtenu une erreur d’approximation de l’ordre de 10−5 : déjà, le taux de
compressionτ = 6.6210−6 est trop élevé, l’erreur obtenue étant du même ordre de grandeur
que l’erreur d’approximation.

Nous avons ensuite étudié le comportement des différentes énergies en fonction du taux de
compression sur l’orbitale de l’atome d’hydrogène. Les énergies cinétique et potentielle ont
un comportement selon

|ec(ψJ
1)−ec(ψ̃τ

1)| ∼CN−β, |ep(ψJ
1)−ep(ψ̃τ

1)| ∼CN−β′,

et l’on observe pour les énergies dépendant de la densité,Exc, exc et eC des comportements
similaires, en fonction du nombre de coefficients d’ondelettes gardés pour exprimer la densité.
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τ compression Ω̃(1) erreur surec erreur surep

1.210−7 86% 36700 0.210−7 0.310−8

6.6210−6 97% 7864 0.610−5 0.810−7

1.4610−4 99% 2621 0.610−3 0.310−4

TAB . VI.11 – Pour J= 6. En fonction du seuillageτ, taux de compression de la première
orbitale, nombre de fonctions de base utilisées et impact en erreur sur l’évaluation des énergies
cinétique et potentielle.

Nous noterons ces coefficients respectivementγ pourExc, γ′ pourexc et ν poureC. Le tableau
VI.12 montre, pour différents ordres de la famillet1, la valeur de ces coefficients. Les énergies
d’échange-corrélationExc et exc donnent le même ordre de régularité. Ces deux colonnes ont
les valeurs les plus basses, et dans cet exemple de l’hélium, les valeurs sont supérieures à 1 :
la non linéarité reste homogène, et peu importante. On peut s’attendre à ce que ces valeurs
baissent drastiquement en étudiant un système plus complexe.

ec ep Exc exc eC

j t1 β β′ γ γ′ ν
64 D6 -1.93 -2.51 -2.19 -2.18 -2.91
64 D8 -2.55 -2.96 -1.7 -1.7 -2.4
64 D10 -2.9 -3.35 -1.5 -1.5 -2.5
128 D6 -1.45 -2.18 -2.18 -2.18 -2.18
128 D8 -2.12 -2.90 -1.91 -1.91 -2.15
128 D10 -2.62 -3.33 -2.26 -2.26 -2.52

TAB . VI.12 – Évaluation de la pente en échelle log/log de la droite dont l’abscisse correspond
au nombre de coefficients en ondelettes de la densité, et l’ordonnée correspond à l’erreur sur
l’énergie. La densité est récupérée sur le maillage t2 = I8.

Suite au tableauVI.10, nous donnons les valeurs des coefficientsβ etβ′, pour les 5 orbitales,
pour le maillage de 1283 dans le tableauVI.13.

1 2 3 4 5
β -2.86 -2.38 -1.98 -1.92 -2.05
β′ -3.86 -2.81 -2.61 -2.68 -2.65

TAB . VI.13 – Erreur sur les énergies cinétique et potentielle des 5 orbitales pour un maillage
de1283.

Nous obtenons des résultats homogènes par rapport aux tableauxVI.10 etVI.11 : les régu-
larités associées aux orbitales 3−5 sont sensiblement égales, et l’on observe globalement une
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meilleure propriété de compression pour l’énergie potentielle que pour l’énergie cinétique.

VI.2.3) Simulation d’atomes

Dans cette partie, nous nous intéressons à la validité physique de nos résultats. La DFT per-
met de déterminer l’énergieE et la densité électroniqueρ de l’état fondamental d’un système
physique.
Il s’avère que la DFT ne simule pas très bien les petits systèmes, tels que les atomes. On sou-
ligne de plus qu’en se plaçant dans le cadre de la DFT,il n’existe aucun critère permettant de
dire si l’énergieE [ρ] déterminée par la DFT est plus grande ou plus petite que l’énergie de
l’état fondamental réel.On ne peut donc pas comparer notre modèle avec les valeurs expé-
rimentales de l’énergie totale des atomes. D’autre part, le fait d’avoir choisi de résoudre les
équations de Kohn et Sham dans un ouvert avec conditions aux bords périodiques entraîne
des modifications dans l’écriture du système. En effet, dans le chapitreV, nous avons écrit
l’hamiltonien de Kohn et Sham sous la forme :

H = −1
2

∆+VKS,

VKS = Ṽ +VC +Vxc,

∀ r ∈ Ω, Ṽ(r) =
K

∑
α=1

Vα
loc(r −Rα) χrc(r −Rα) =

K

∑
α=1

Vα
loc(r −Rα)

1+e β (r−Rα−x0)
,

−∆VC = 4π ρ,

et Vxc est une fonctionnelle de la densité approchée par la LDA. Pour déterminerVC, en se
plaçant surΩ avec conditions aux bords périodiques, on doit imposer une contrainte supplé-
mentaire :VC est de moyenne nulle. Cela induit un décalage dans le système physique : en
effet, on pose que le second membre 4πρ est de moyenne nulle, alors que c’est physiquement
de moyenne 4π N. Le potentielVC est calculé à une constante près :VC = VR

C +x, VR
C étant le

potentiel physique, et l’on obtient alors l’énergie fondamentale à une constante près :

E = Ecin +
Z

Ω
Ṽ(r) ρ(r) dr +

1
2

Z
Ω

VC[ρ] ρ(r) dr +Exc[ρ] (VI.3)

= Ecin +
Z

Ω
Ṽ(r) ρ(r) dr +

1
2

Z
Ω

VR
C [ρ] ρ(r) dr +Exc[ρ]+Ω x,

et l’on ne connaît pas la constantex.
Le tableauVI.14 donne les valeurs obtenues pour quelques atomes, et qui rendent compte

de ce décalage : les énergies sont beaucoup plus basses que les valeurs réelles attendues.
Nous avons donné dans le chapitreII , page49, deux manières de résoudre ce problème de

décalage. La première s’effectue en utilisant le fait que l’on coupe le potentiel en 1/|r | par
une fenêtreχrc, non seulement dans le potentiel extérieurṼ, mais aussi dans le potentiel de
Hartree, exprimé sous forme intégrale :

VC(r) =
Z

Ω

1
|r − r ′|

χrc(r − r ′)ρ(r ′) dr ′. (VI.4)

Dès lors, la transformée de Fourier de ce potentiel n’a pas de singularité enG = 0 (de la forme
sin2(G)/
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VI.2. RÉSOLUTION DU SYSTÈME AUTOCOHÉRENT

Élement Résolution L E
Hélium 128 9 -4.78
Lithium 64 10 -11.85
Bérylium 128 15 -22.49

Néon 64 20 -143.00

TAB . VI.14 – Énergie fondamentale pour différents atomes, et différentes résolutions, en uti-
lisant l’algorithme de Roothaan, avec t1 = D8, t2 = I8.

G2), et l’on peut écrire correctement l’énergie sous la forme (VI.3). Si l’on n’utilise pas
d’ondes planes, i.e. pas de transformée de Fourier, alors il est plus difficile de traiter le po-
tentiel de Hartree en appliquant une fenêtre (VI.4). Il s’avère que dans les codes de structure
électronique, on calcule l’énergie de la manière suivante :

E [ρ] = Ec +
Z

Ω
V

′
(r) ρ(r) dr +

Z
Ω

VC(r) ρ(r) dr +Exc[ρ]+Ecore+Eewald,

Ecore = ρ0

K

∑
α=1

Z
Ω
(

Vloc(r −Rα)
1+e β (r−Rα−x0)

+
Zα

|r −Rα|
) dr , Eewald=

1
2

ZZ
Ω2

Ie(r , r ′)
|r − r ′|

dr dr ′,

Ie(r , r ′) = ∑
α6=β

Zα Zβ δ(r −Rα) δ(r ′−Rβ)−ρ0

[
K

∑
α=1

Zα δ(r −Rα)−
K

∑
α=1

Zα δ(r ′−Rα)

]
+ρ2

0,

avec ρ0 =
1
|Ω|

K

∑
α=1

Zα . Ainsi dans CPMD, c’est sous cette forme, dans une base d’ondes

planes, que l’énergie de l’état fondamental est calculée. Dans cette forme,V ′ est défini comme
V ′ = Ṽ −

R
Ω Ṽ le potentiel extérieur de moyenne nulle. Tous les termes potentiels sont pris

de moyenne nulle, et l’on ajoute ensuite deux termes correcteurs,Ecore, qui correspond à l’er-
reur d’approximation du potentiel extérieur par des pseudo-potentiels, etEewald, appelé somme
d’Ewald dans la littérature.

Même avec cette correction, on obtient une erreur avec l’état fondamental assez importante,
quelle que soit l’implémentation de la DFT.

État 1 État 2
Énergie cinétique 6.33006 1.72982

εi -8.11788 -2.16125

TAB . VI.15 – Énergies cinétiques et totales des deux orbitales occupées de l’atome de béry-
lium. La résolution est de J= 6, la taille de la boîte est de25a.u..
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VI. DE L’HAMILTONIEN LINÉAIRE AU MODÈLE DE LA DFT-LDA

FIG. VI.12 – Hélium. Nombre d’occupation n1 = 1 ; état3s. Isosurface.00054a.u..

FIG. VI.13 – Hélium,n1 = 1 ; quelques exemples d’orbitales virtuelles associées aux énergies
resp. 11, 15, 16, 24, 27, 29 et 30. Aucune antisymétrie n’est obtenue.
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VI.2. RÉSOLUTION DU SYSTÈME AUTOCOHÉRENT

FIG. VI.14 – Hélium. Nombres d’occupation n1 = n2 = 1/2 ; orbitales i= 6, . . . ,10, isosur-
face±0.0006a.u.. S’apparente en terme de symétrie à un état2d. Énergies comprises entre
−0.412H et−0.384H.
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VI. DE L’HAMILTONIEN LINÉAIRE AU MODÈLE DE LA DFT-LDA

FIG. VI.15 – Hélium. Nombres d’occupation n1 = n2 = 1/2 ; orbi-
tales i = 16, . . . ,21. Isosurface ±0.002a.u.. État s’apparentant à l’état
4 f , contenant 7 niveaux d’énergie. Énergies valant respectivement
−0.234H, −0.233H, −0.229H, −0.226H, −0.225H, −0.212H, −0.211H.
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VI.2. RÉSOLUTION DU SYSTÈME AUTOCOHÉRENT

FIG. VI.16 – Hélium. Nombres d’occupation n1 = n2 = 1/2 ; orbitales i= 22, . . . ,26. États
s’apparentant à des états4d. Isosurface de±0.002a.u.. Énergies de ces états, respectivement
−0.203, −0.202, −0.200, −0.191, −0.191H.
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VI. DE L’HAMILTONIEN LINÉAIRE AU MODÈLE DE LA DFT-LDA

FIG. VI.17 – Hélium. Nombres d’occupation n1 = n2 = 1/2 ; orbitales i= 27, . . . ,30. États
s’apparentant à4p. Énergies de ces états, respectivement−0.183, −0.177, −0.175H.

170



CONCLUSION

En conclusion, nous avons mis en œuvre la résolution des équations de Kohn et Sham à
l’aide d’un algorithme itératif. Le modèle de la DFT permet d’exprimer l’énergie totale d’un
système d’atomes uniquement à l’aide de la densité électronique. L’hamiltonien associé est
composé d’une partie cinétique, le laplacien, et d’une somme de trois potentiels. Le premier
est le potentiel d’interaction entre noyaux et électrons. On approche ce potentiel singulier par
une somme de pseudo-potentiels réguliers.

Le deuxième potentiel est un opérateur intégral, que nous déterminons en résolvant l’équa-
tion de Poisson. Trois solveurs de cette équation ont été implémentés en trois dimensions.
Le premier est basé sur une méthode itérative de minimisation du gradient, et sur le précon-
ditionnement du laplacien par sa diagonale en base d’ondelettes. Parmi les bases étudiées,
celles de Daubechies et les interpolantes liftées, dans une formulation de Petrov-Galerkin, ont
donné les meilleurs résultats. L’utilisation des bases de fonctions d’échelle dans un algorithme
multigrille de V-cycle permet d’améliorer sa convergence. Nous avons exploité ce résultat en
modifiant l’algorithme classique de V-cycle, et en utilisant la décomposition en ondelettes. Ce
nouvel algorithme est donc plus simple à implémenter, et il donne des résultats similaires au
V-cycle classique. Nous avons intégré le premier solveur pour déterminer le potentiel de Har-
tree dans l’algorithme autocohérent ; quelques secondes suffisent dans une résolution de 643

pour mener à bien ce calcul.
Enfin, le troisième et dernier potentiel, le potentiel d’échange-corrélation, n’est pas connu

exactement, et nous avons utilisé l’Approximation Locale de la Densité. Le traitement de ce
terme non linéaire nécessite de se placer sur une base interpolante. Nous avons mis au point une
construction de la matrice de rigidité de l’hamiltonien de Kohn et Sham combinant formulation
de Galerkin dans une base orthogonale, afin d’exprimer simplement le problème aux valeurs
propres, et méthode de collocation, pour évaluer avec un ordre optimal l’interaction avec le
potentiel à partir des valeurs aux points de la densité.

Cette nouvelle méthode possède de nombreux atouts pour la résolution de gros systèmes.
L’application de l’opérateur potentiel sur une orbitale s’effectue avec un coût linéaire non
seulement par rapport à la taille de la discrétisation, mais encore par rapport au support des
fonctions de base. Cela implique notamment que l’on peut utiliser des filtres très longs, sans
que cela n’altère la complexité de l’application de l’opérateur à une orbitale.

Par la suite, nous exploiterons cette méthode en exprimant le potentiel dans une base d’on-
delettes interpolantes ou liftées, en gardant les orbitales dans une base de fonctions d’échelle.
En particulier, il faudra distinguer le comportement des trois différents potentiels, afin d’en
tirer une stratégie adaptative pour exprimer et appliquer la matrice de rigidité. Les tests sur la
compressibilité des orbitales et de la densité sont encourageants, et ce travail de thèse met donc
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Conclusion

en valeur le haut potentiel de l’utilisation de bases non uniformes dans le calcul de structure
électronique. Nous avons utilisé dans notre étude un produit tensoriel isotrope de fonctions
d’échelle monodimensionnelles. Dans ce cas, l’approximation non-linéaire en base d’onde-
lettes permet avec très peu de coefficients significatifs de décrire les orbitales avec une erreur
faible sur les différentes énergies.

Du point de vue mathématique, beaucoup de problèmes restent encore ouverts dans la théo-
rie de la fonctionnelle de la densité : alors que pour les formulations de Hartree, Hartree-Fock,
et Thomas-Fermi, des conditions d’existence et d’unicité de la solution ont été démontrées, il
reste pour la DFT beaucoup de choses à faire. Les simulations nous permettent dans un pre-
mier temps d’étudier numériquement le comportement des orbitales, et l’étendue du spectre.
Le découplage du problème non linéaire en un problème linéaire et un problème de point fixe
pourraient nous permettre de déduire des propriétés intéressantes de l’hamiltonien de Kohn et
Sham. Une étude théorique est en cours, afin d’établir en fonction de la forme et de la régula-
rité du potentiel d’échange-corrélation des critères d’existence de point fixe pour l’hamiltonien
dans l’approximation de la DFT.

Le développement d’un algorithme adaptatif pour pouvoir simuler des systèmes à plusieurs
atomes nécessite de nombreuses interactions entre physiciens et mathématiciens, dans la me-
sure où une bonne partie des difficultés de modélisation et d’implémentation a déjà été levée
dans d’autres codes. Il faut donc intégrer dans ces modèles l’utilisation d’analyses multiré-
solutions. Les bases d’ondelettes adaptatives ont été largement développées au cours de ces
dernières années pour la résolution d’équations aux dérivées partielles, et nous disposons donc
des outils nécessaires pour choisir les critères de choix des fonctions de base décrivant au
mieux le système. La méthode de construction de la matrice de rigidité que nous présentons
ici apporte une contribution importante, car elle permet d’utiliser une large gamme de familles
d’ondelettes ; en effet, le coût de la méthode étant linéaire par rapport à la taille des filtres
d’ondelettes, on peut donc l’appliquer à des bases à très grands supports, voire à supports non
compacts.
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Annexe A
OPÉRATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

Dans cette partie sont détaillés les algorithmes de changements de base en trois dimensions.
On connaît les coefficients de projection d’une fonctionf ∈ L2(T) dansVt1

J , espace d’une
AMR orthogonale d’ordrem1 :

PJ f = ∑
k∈ΩJ

cJ,k ΦJ,k ,

et on veut pouvoir calculer sa projection surVt2
J+` , ou Ṽt2

J+` , deux espaces biorthogonaux de
deux AMR d’ordresm2 et m̃2 deL2(T) :

IJ+` f = ∑
k∈ΩJ+`

dJ+`,k ΘJ+`,k = ∑
k∈ΩJ+`

< f | Θ̃J+`,k > Θ̃J+`,k ,

ĨJ+` f = ∑
k∈ΩJ+`

d̃J+`,k Θ̃J+`,k .

L’AMR de type t2 est interpolante, et nous gardons ici une fonction de base normalisée en
normeL2 : ici dJ+`,k = 2−3J/2 f (xJ+`,k). Dans le chapitreV, on utilise le développement dans

la baseΘ]
J+`,k : il y aura au moment des changements de base un opérateur de normalisation

NJ+` à introduire, mais nous n’en parlons pas dans cette annexe.
On rappelle la définition des deux opérateurs introduits dans la sectionV.2.2) :

Définition A.0.2 (Opérateurs de changements de base)SoitVt1
J l’espace de dimension23J

associé à une analyse multirésolution orthogonale de L2(T), et soit ΦJ = {ΦJ,k}k∈ΩJ l’en-
semble des fonctions d’échelle engendrant une base deVt1

J .
Soit (Vt2

J ,Ṽt2
J ) deux espaces issus d’une analyse multirésolution biorthogonale, engendrée par

les ensemblesΘJ = {ΘJ,k}k∈ΩJ et Θ̃J = {Θ̃J,k}k∈ΩJ .
On définit Xt1,t2

` ∈MΩJ+`,ΩJ(R) comme étant la matrice permettant de projeter une fonction
deVt1

J dansVt2
J+`. Un coefficient de cette matrice est de la forme :

∀ k ∈ ΩJ+`, k′ ∈ ΩJ, Xt1,t2
` (k,k′) =

Z
Ω1

ΦJ,k′ Θ̃J+`,k .
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ANNEXE A. OPÉRATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

On introduit alors l’opérateur Xt1,t2, qui à toute fonction deVt1
J associe une fonction deVt2

J+` :

X : Vt1
J −→ Vt2

J+`

f1 7−→ f2,

tel que, pour f1 = ∑
ν∈ΩJ

c1
J,ν ΦJ,ν , f2 soit égal à : f2 = X f1 = ∑

k∈ΩJ+`

∑
ν∈ΩJ

c1
J,ν Xt1,t2

` (k,ν) ΘJ,k

.
De la même manière, la matrice de passage deVt2

J+` dansVt1
J sera nommée Zt2,t1` , et sera

de la forme :

∀ k ∈ ΩJ, k′ ∈ ΩJ+`, Zt2,t1
` (k,k′) =

Z
Ω1

ΘJ+`,k′ ΦJ,k .

L’opérateur Z est défini par :

Z : Vt2
J+` −→ Vt1

J

f2 7−→ f1,

et associe pour chaque f2 de la forme ∑
ν∈ΩJ+`

c2
J+`,νΘJ+`,ν une fonction

f1 = ∑
k∈ΩJ

∑
ν∈ΩJ+`

c2
J+`,ν Zt2,t1

` (ν,k) ΦJ,k .

Il y a donc (au moins) deux manières à partir deVt1
J de revenir dans lui même. Ces deux

chemins sont désignés par(1) et (2) dans la figureA.1. Nous expliciterons les notations de
transposées des matrices de dimension 6 par la suite.

(1) Vt1
J

-
X

Vt2
J+1

-
Z

Vt1
J

(2) Vt1
J

-
ZT

Ṽt2
J+1

-
XT

Vt1
J

FIG. A.1 – Changement d’espaces d’AMR, en utilisant pour t2 deux projections possibles
selon les deux espaces biorthogonaux.

Notation : le passage d’une baset1 à une baset2 sera noté
dans les figures de la manière suivante : par exemple, si
t1 = D8 ett2 = I8 alorsZt2,t1 sera désigné parD8I8.

On a notamment besoin de passer sur la base interpolanteVt2
J+` pour calculer la densité, qui

est une somme de carrés des valeurs aux points des orbitales. Afin de ne pas perdre d’informa-
tion fréquentielle lors de ce calcul, il peut être intéressant de passer à une résolution plus fine
(` = 1 suffit) pour déterminer le potentiel. Le paramètre` = 1 est utilisé pour évaluer l’énergie
dans le cas de l’hydrogène, mais pas dans l’algorithme de résolution principal, où nous ne
contrôlons pas le calcul des valeurs propres.
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Notation : lors du passage à une base interpolante, nous
précisons le chemin (1) ou (2) par la notationprimal ou
dual. Ainsi, le passage d’une baseD8 à la base duale
interpolante d’ordre 4 sera notéeD8− I8dual.

Les espacesVt1
J , Vt2

J , Ṽt2
J sont définis dansIII.3.2 de la sectionIII.3.2) comme des pro-

duits tensoriels d’espaces à une dimension. Ceux-ci proviennent d’une périodisation d’espaces
d’AMR définis surR, introduits dans la partieIII.3.1). En utilisant ce schéma de construction,
il est possible d’élaborer un algorithme rapide permettant d’appliquer les opérateursX etZ.

Proposition A.0.3 (Détermination deX) Soit C l’opérateur qui à une fonction f1 ∈ V̌t1
J as-

socie une fonction f2 ∈ V̌t2
J+`. La matrice qui lui est associée est circulante, et appartient à

M2J+`,2J(R). On appelle cette matrice matrice de collocation.

Soit la matrice de blocs Gd, de dimension2d×2d, dont chaque élément est un bloc de taille
2J+`×2J. Si on la définit nulle, sauf sur la diagonale où elle vaut :

∀i ∈ [1,2d],Gd(i, i) = C`,

et si de plus, pour un vecteur Fd1,d2,d3 ∈ M2d1,2d2,2d3(R), on définit la permutation P par :

PFd1,d2,d3 = Fd2,d3,d1,

alors la matrice Xt1,t2
` ∈ MΩJ+`,ΩJ, qui à un vecteur deM2J,2J,2J(R) associe un vecteur de

M2J+`,2J+`,2J+`(R), est déterminée par le produit matriciel suivant :

Xt1,t2
` = P G2J+2` P G2J+` P G2J.

Démonstration :
Détaillons tout d’abord le calcul d’un élément de cette matrice :

∀ ν ∈ ΩJ, k ∈ ΩJ+`, Xt1,t2
` (k,ν) =

Z
Ω1

ΦJ,ν(r) Θ̃J+`,k(r)dr

=
Z

Ω1

φ̌J,ν1(x) φ̌J,ν2(y) φ̌J,ν3(z)
ˇ̃θJ+`,k1(x)

ˇ̃θJ+`,k2(y)
ˇ̃θJ+`,k3(z) dxdydz

=
Z 1

0
φ̌J,ν1(x)

ˇ̃θJ+`,k1(x)dx
Z 1

0
φ̌J,ν2(y)

ˇ̃θJ+`,k2(y)dy
Z 1

0
φ̌J,ν3(z)

ˇ̃θJ+`,k3(z)dz

= C`(k1,ν1) C`(k2,ν2) C`(k3,ν3).

La matriceC` est une matrice circulante : c’est la périodisation de la matrice de collocation deφ
aux points dyadiques deR, à l’échelle−` :

C`(k1,ν1) =
Z 1

0
φ̌J,ν1(x)

ˇ̃θJ+`,k1(x)dx= ∑
m∈Z

Z
R

φJ,ν1(x) θ̃J+`,k1(x+m)dx

= 2−`/2 ∑
m∈Z

Z
R

φ(2−`x−ν1) θ̃(x+2J+`m−k1)dx= 2−`/2 ∑
m∈Z

φ(2−`k1−ν1−2Jm).

Ce qui nous amène à calculer les valeurs aux points entiers puis demi entiers...etc de la fonction
d’échelleφ :

φ(2−`k− l) =
√

2∑
ν

hν φ(2−`+1k−2l −ν).
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ANNEXE A. OPÉRATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

Soit H la matrice qui au vecteur{φ−`+1,l (k)}k∈Z associe le vecteur{φ−`,l (k)}k∈Z par la transfor-
mation :

∀ k∈ Z, φ−`,l (k) = H φ−`+1,l (k) =
√

2 ∑
ν∈Z

hν φ−`+1,2l+ν(k).

On peut exprimer le vecteur{φ−`,l (k)}k∈Z commè convolutions sur le vecteur{φ0,l (k)}k∈Z, com-
posé des valeurs de la fonction d’échelleφ sur les entiers :

∀ k∈ Z, φ−`,l (k) = H` φ0,l (k),

les valeurs aux points entiers de la fonction d’échelleφ sont déterminés par un calcul de point fixe :

∀ k∈ Z, φ(k) =
√

2 ∑
ν∈Z

hν φ(2k−ν) =
√

2 ∑
n∈Z

h2k−n φ(n).

Les valeurs aux points entiers deφ nous permettent donc de calculer ses valeurs aux points dya-
diques. Pourφ à support compact, le filtre est fini, etC` est la matrice circulante de dimension
2J+`×2J contenant ces valeurs périodisées.
La méthode de calcul de passage d’une base à l’autre est donc la succession de trois convolutions
périodiques par la matriceC` selon les trois directions du vecteur. Le schémaA.2 permet de vi-
sualiser les dimensions des matrices et vecteurs lors des différentes étapes. On transforme d’abord
les lignesl , puis une rotation des axes permet de transformer encore selon les lignes la direction
c. La même manipulation traite la directionp, et une dernière rotation réoriente le vecteur trois
dimensions selon ses axes de départ.�

Selon une direction, on effectue une convolution périodique avec un filtre dont la taille
dépend de l’ordrem1 de la fonction d’échelle de typet1, et du nombre de raffinements`. Pour
` = 0, la taille deC0 est de 2m1.

Le même type de schéma est proposé pour cette fois passer de l’espace fin à l’espace gros-
sier. Il faudra alors manipuler les matrices du schéma précédent en sens inverse, (de la plus
grosse à la plus fine), mais on permute les directions selon le même ordre que précédemment.

Proposition A.0.4 (Détermination deZ) Soitζ l’opérateur permettant de passer de la base
V̌t2

J+` à la baseV̌t1
J , etζt2,t1

` la matrice associée, deM2J,2J+`(R) et circulante.

Soit la matrice Kd, de dimension2d×2d, dont chaque élément est un bloc de taille2J×2J+`.
Si on la définit nulle, excepté sur la diagonale :

∀i ∈ [1,2d],Kd(i, i) = ζt2,t1
` .

En introduisant la même permutation des indices que dans la proposition précédenteA.0.3,
alors la matrice Zt2,t1` ∈ MΩJ,ΩJ+`

est déterminée par le produit matriciel :

Zt2,t1
` = P K2J P K2J+` P K2J+2`.

Démonstration :
Un élément de la matrice s’écrit :

∀ν ∈ ΩJ+`, k ∈ ΩJ, Zt2,t1
` (k,ν) =

Z
Ω1

ΘJ+`,ν(r) ΦJ,k(r)dr

=
Z

Ω1

θ̌J+`,ν1(x) θ̌J+`,ν2(y)θ̌J+`,ν3(z) φ̌J,k1(x) φ̌J,k2(y) φ̌J,k3(z) dxdydz

=
Z 1

0
θ̌J+`,ν1(x) φ̌J,k1(x)dx

Z 1

0
θ̌J+`,ν2(y) φ̌J,k2(y)dy

Z 1

0
θ̌J+`,ν3(z) φ̌J,k3(z)dz

= ζt2,t1
` (k1,ν1) ζt2,t1

` (k2,ν2) ζt2,t1
` (k3,ν3).

176



,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,
,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,
,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

,, ,,

,,,,

?

-��7

?

-��7

?

-��7

?

-��7

?

?

-

6

6

-

GJ

P

G2J+`

P

G2J+2`

P

c

l

l
p

l

c

p

c

c

l

p p

FIG. A.2 – Description du passage d’une projection surVt1
J à une projection surVt2

J+`, pour
` = 1. L’algorithme de transformée en ondelettes de l’annexe précédente est basé sur le même
principe : des rotations permettent de traiter selon une direction les convolutions périodiques
pour trois dimensions.
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ANNEXE A. OPÉRATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

La méthode utilisée est identique à celle de la démonstration de la propositionA.0.3. ζt2,t1
` est

circulante : c’est la périodisation de la matrice des produits scalaires des fonctionsθ et φ deR, à
l’échelle−` :

ζt2,t1
` (k1,ν1) =

Z 1

0
θ̌J+`,ν1(x) φ̌J,k1(x) dx= ∑

m∈Z

Z
R

θJ+`,ν1(x) φJ,k1(x+m) dx

= 2−`/2 ∑
m∈Z

Z
R

θ(x−ν1) φ(2−`x+2−`m−k1) dx

= ∑
m∈Z

Z
R

θ(x−ν1) φ−`,k1(x+m)dx.

Soit z−`(ν1,k1) =
Z

R
θ(x−ν1) φ−`,k1(x) dx . On détermine numériquement sa valeur à partir du

filtre z0 :

z−`(ν1,k1) =
Z

R
θ(x−ν1) φ(2−`x−k1) dx=

√
2 ∑

n∈Z
hn

Z
R

θ(x−ν1) φ(2−`+1x−2k1−n) dx

= R z−`+1(ν1,k1),

avecRz̀ (ν1,k1) =
√

2∑n∈Z hn
R

R θ(x−ν1) φ(2−`+1x−2k1−n)dx. On obtient :

z−`(ν1,k1) = R z−`+1(ν1,k1) = R` z0(ν1,k1).

On doit donc effectuer̀ convolutions du filtrez0, qui est calculé en résolvant un problème de point
fixe :

z0(n,k) =
Z

R
θ(x−n)φ(x−k) dx=

Z
R

θ(x) φ(x−k+n) dx

= 2 ∑
ν,µ∈Z

tν hµ

Z
R

θ(2x−ν) φ(2x−2(k−n)−µ) dx

= ∑
ν,µ∈Z

tν hµ

Z
R

θ(x−ν) φ(x−2(k−n)−µ) dx= ∑
ν,µ∈Z

tν hµ z0(ν,2(k−n)+µ) = Q z0(n,k),

avecQz0(n,k) = ∑
ν,µ∈Z

tν hµz0(ν,2(k− n) + µ). On peut interpréter cette égalité comme une re-

cherche de vecteur propre dont la valeur propre est 1, ou bien comme un problème de point fixe.
C’est cette dernière méthode que nous choisirons, en reprenant l’algorithme introduit dans l’article
de V. Perrier et V. Wickerhauser [123], et d’après les travaux de Dahmen et al. [51].
La résolution de ce problème nous donnez0, puis z−`, puis ζt2,t1

` . En trois dimensions, il s’agit
donc d’effectuer trois convolutions périodiques avecζt2,t1

` sur les trois directions du vecteur, pour
obtenir le vecteur de coefficients d’échelle exprimés dans la baseVt1

J . �

Le chemin(1) de la figureA.1 s’exprime par l’opérateurZ X. Il reste à détailler la conven-
tion utilisée pour le chemin(2). Celui-ci passe non pas parVt2

J , mais par̃Vt2
J . En une dimen-

sion, il nécessite donc le calcul des intégrales :Z
R

φ̌J(x)θ̌J+`,n(x)dx= ζt2,t1
` (n,k).

La matrice à appliquer pour ce changement est donc la transposée de la matriceζt2,t1
`

∈ M2J,2J+`(R). On définit alors la

Définition A.0.5 (Transposée d’une matrice deMΩJ+`,ΩJ(M2J,2J+`(R))) Soit M une matrice
de
MΩJ+`,ΩJ(M2J,2J+`(R)). (Chaque élément est un bloc de taille2J,2J+`). On appelle transposée
de M, notée MT , la matrice définie par :
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FIG. A.3 – Erreur L2 de la différence IJ f − [Pt1
J ]n f en fonction de la résolution J, en dimension

3, n étant le nombre de passage de la base interpolante à la base t1. Ici, n = 10, f est une
gaussienne e−r2/2 et t1 est soit une base de Coiflets, soit une base de Daubechies.

MT ∈ MΩJ,ΩJ+`
(M2J+`,2J(R))).

Chaque élément de la matrice MT est la transposée du bloc de taille2J,2J+`.

La matrice de passage deVt1
J àṼt2

J+` est donc
(
Zt2,t1

`

)T
. De la même manière, la matrice per-

mettant de calculer les coefficients deVt1
J en fonctions de ceux sur̃Vt2

J+` est la matrice
(
Xt1,t2

`

)T
.

Nous avons testé les deux chemins, en partant des valeurs aux pointsCJ d’une fonction
en dimension trois. La figureA.3 donne l’erreur entre ces valeurs aux points (initiales), et
l’opérateur de changement et son “inverse” appliquéesn fois sur ces valeurs :

chemin (1) primal :
[
IΩJ −

(
Zt2,t1

` Xt1,t2
`

)n]
CJ

chemin (2) dual :
[
IΩJ −

((
Xt1,t2

`

)T (
Zt2,t1

`

)T)n]
CJ.

Pour ` = 0, la figureA.3 permet de voir en fonction de la résolution l’erreur créée par
une série de passages. On note que l’ordre des interpolantes fait peu varier le résultat dans le
chemin (1). L’erreur est alors directement liée à l’approximation dans la baset1. Le fait de
prendre une famille de Daubechies ou de Coifman influe peu le résultat. Dans le chemint2, on
observe en revanche une dépendance non seulement ent1, mais aussi ent2. C’est le chemin
(2) qui donne le meilleur résultat de conservation, i.e., où l’on est le plus proche de l’identité.

La pente des droites de la figureA.3 peuvent se lier aux ordres des famillest1 et t2. Pour
le chemin (1), la méthode est d’ordrem1. Pour le chemin (2), on observe un comportement
quadratique de l’erreur en fonction de min(m1, m2).

Remarque A.0.6 On peut également utiliser un développement en base de coiflets, et dont
les coefficients sont les valeurs aux points de la fonction. Dans ce cas, on a deux manières de
passer de la base t1 à celle des Coiflets :
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ANNEXE A. OPÉRATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

– soit calculer les valeurs aux points
{

φt1(k)
}

, selon la méthode présentée précédemment.
Elle ne donne pas de résultats meilleurs.

– soit calculer les produits scalaires d’une fonction d’échelle de Daubechies par une Coi-
flet, qui est le miroir du filtreζc,t1 utilisé pour passer des Coiflets aux Daubechies.
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Annexe B
FILTRES D’ ONDELETTE 1D

TAB . B.1 – Support du filtre, ordre de la famille et coefficients h des familles deDaubechies
etSymmlets.

désignation D6 D8 D8sym
support 6 8 8
ordre 3 4 extr 4 sym

-4 .230377813308896501 -.075765714789502
-3 .3326705529500826 .714846570552915647 -.029635527646002
-2 .8068915093110926 .630880767929858908 .497618667632775
-1 .4598775021184916 -.0279837694168598542 .803738751805132
0 -.1350110200102546 -.187034811719093084 .297857795605306
1 -.0854412738820267 .0308413818355607636 -.099219543576634
2 .0352262918857095 .0328830116668851997 -.012603967262031
3 -.0105974017850690321 .032223100604051
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ANNEXE B. FILTRES D’ONDELETTE 1D

TAB . B.2 – Support du filtre, ordre de la famille et coefficients h des familles deDaubechies
etSymmletsd’ordre 5

Désignation D10 D10sym
support 10 10
ordre 5 extr 5 sym

-5 .1601023979741929 .0273330683449988
-4 .6038292697971897 .0295194909257063
-3 .7243085284377729 -.0391342493023138
-2 .1384281459013207 .1993975339768556
-1 -.2422948870663820 .7234076904040408
0 -.0322448695846384 .6339789634567921
1 .0775714938400457 .0166021057645108
2 -.0062414902127983 -.1753280899080562
3 -.0125807519990820 -.0211018340246890
4 .0033357252854738 .0195388827352498

TAB . B.3 – Filtre dedérivation d’ordre 2 pour différents degrés des familles de Daubechies
et de Symmlets. Il est symétrique, on n’affiche que les indices positifs.

D6 D8 - D8sym D10 - D10sym
0 -295 / 56 - 342643 / 82248 - 2370618501415 / 618154371936
1 356 / 105 2852128 / 1079505 1632655076608 / 676106344305
2 - 92 / 105 -12053651 / 17272080 - 439132551286 / 676106344305
3 4 / 35 162976 / 1079505 367031529728 / 2028319032915
4 3 / 560 - 60871 / 5757360 - 80883901277 / 2704425377220
5 - 352 / 215901 107449600 / 135221268861
6 55 / 3454416 148937594 / 405663806583
7 32000 / 19317324123
8 4375 / 1236308743872
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TAB . B.4 – Filtre h des fonctions d’échelle deCoifman
désignation C1 C2 C3

support 6 12 18
ordre 1 2 3

-6 -.00379351286400
-5 .00778259642600
-4 .01638733646299 .02345269614199
-3 -.04146493678198 -.0657719112809
-2 -.072732619512526448 -.06737255472197 -.06112339000297
-1 .33789766245748177 .38611006682280 .40517690240980
0 .85257202021160042 .81272363544958 .79377722262561
1 .384864846864857747 .41700518442378 .4284834763777
2 -.072732619512526448 -.07648859907796 -.07179982161896
3 -.0156557281357919925 -.05943441864597 -.08230192710596
4 .02368017194699 .03455502757298
5 .00561143481900 .0158805448639
6 -.00182320887100 -.00900797613700
7 -.00072054944500 -.00257451768800
8 .00111751877100
9 .0004662169600
10 -.00007098330300
11 -.00003459977300

TAB . B.5 – Filtres primaux interpolants t ; t (−i) = t(i).
Désignation I6 I8 I10

Support 6 8 10
Ordre 3 4 5

0 1 1 1
1 75 / 128 1225 / 2048 19845 / 32768
2 0 0 0
3 -25 / 256 -245 / 2048 -2205 / 16384
4 0 0 0
5 3 / 256 49 / 2048 567 / 16384
6 0 0
7 -5 / 2048 -405 / 65536
8 0
9 35 / 65536
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ANNEXE B. FILTRES D’ONDELETTE 1D

TAB . B.6 – Filtres duaux liftés interpolants t̃ ; t̃(−i) = t̃(i).
Désignation I6L4 I6L6 I8L4

Support 9 11 11
Ordre 2 3 2

0 2721 / 4096 21201 / 32768 10749 / 16384
1 9 / 32 75 / 256 9 / 32
2 -243 / 2048 -7425 / 65536 -3773 / 32768
3 - 1 / 32 - 25 / 512 -1 / 32
4 87 / 2048 825 / 16384 373 / 8192
5 0 3 / 512 0
6 -13/2048 -1525 / 131072 -641 / 65536
7 0 0 0
8 3/8192 75 / 65536 47 / 32768
9 0 0
10 -9 / 131072 -5 / 65536
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Annexe C
IMPLÉMENTATION DE LA TRANSFORMÉE

EN ONDELETTES3D

Une large partie de cette thèse a été consacrée à la conception de codes efficaces. Avant de
paralléliser un programme, celui-ci se doit d’être optimisé en séquentiel. Il arrive qu’un code
parallélisé soit freiné par la mauvaise gestion séquentielle des opérations appliquées sur les
tableaux. L’étude des structures de base d’un code (boucles, opérations élémentaires, accès
mémoire) en fonction de l’architecture des ordinateurs se trouve dans [76].

Nous allons nous placer sur un domaineΩ1 = [0,1]3, et on s’intéresse aux fonctions pério-
diques surΩ1, de période 1 dans chaque direction. Nous avons introduit dans le paragraphe
III.3.1) les ondelettes périodiques sur[0,1] et les étapes de la transformée en ondelettes pé-
riodiques surΩ1 s. Nous détaillons ici l’implémentation de l’algorithme de décomposition en
ondelettes (introduit dans la partieIII.3.2)). Soit f une fonction děVj(Ω), donnée par ses 23 j

coefficientsc j,k , k = [0,2 j −1]3, périodiques de période 2j dans chaque direction. On indexe
les trois dimensions de ce tableau par trois entiersn1, n2, n3 qui sont égaux.

Les routines de bas niveau (calcul des filtres de convolution, transformée en ondelettes) se
font en Fortran 77. On gère ensuite ces routines en fortran 90-95. En trois dimensions, les
tableaux s’écrivent :

TAB[1:nd1,1:nd2,1:nd3]

Par contre, lorsque l’on utilise un algorithme itératif de type GRADIENT CONJUGUÉ, ou
GMRES, alors on considère des tableaux à une dimension :

TAB[1:nd1*nd2*nd3]

Remarque C.0.7 Nous avons noté ici ndi les longueurs selon les trois dimensions du tableau.
Nous effectuerons en réalité les opérations sur ni = 2 j éléments dans chaque direction, avec :

ndi = ni+1
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ANNEXE C. IMPLÉMENTATION DE LA TRANSFORMÉE EN ONDELETTES 3D

Casser la dyadicité du tableau augmentera considérablement la performance du code, et ce
pour régler un problème de chargement d’éléments de la mémoire dans le cache.
Supposons en effet que la mémoire physique soit composée d’un tableau à deux dimensions
n×K, n étant une puissance de 2 (32, 64, 128...). Les tableaux sont rangés dans la mémoire
de manière contigüe ; une fois qu’une ligne de n éléments est remplie, on passe à la suivante.
Pour k donné, tous les éléments dont l’adresse est congrue à k modulo n serontalignés selon
la colonnek.
Les données transitant entre la mémoire et le processeur sont temporairement stockées dans le
cache. Celui-ci contient généralement dans une machine RISC plusieurs lignes de taille n. Le
mode de chargement d’un tableau stocké dans la mémoire est le suivant : on remplit sur une
ligne de cache la k-ième colonne avec les éléments de la k-ième colonne en mémoire.
Si on a besoin de stocker deux éléments congrus à k modulo n (typiquement un élément du
tableau d’entrée du programme, et un élément du tableau de sortie), il y a conflit : on doit
réécrire sur un élément de la k-ième colonne du cache. Ce qui pose problème dans le cas où
les dimensions dans chaque direction sont des puissances de 2. En cassant cette propriété, les
éléments congrus à k modulo n sont décalés à chaque ligne, et l’on peut donc effectuer des
opérations sur eux sans perdre de temps à charger et recharger des éléments en mémoire.

Le langage Fortran indexe selon les colonnes. Cela signifie que pour un tableau à deux
dimensions, toutes les informations pour une colonne fixée sont contigües, comme l’indique
le schéma suivant.

��-

?

?

i
j

Nous avons adapté la structure de la transformée de Fourier discrète figurant dans le livre
[76] pour programmer la transformée en ondelettes discrète pour un cube de taillen1×n2×n3.
Les exemples de programmation seront donnés avec les filtres de la famille de Haar. On effec-
tue d’abord la convolution avec les filtres de taillel f selon la direction 3, en considérant que
l’on a nd3 tableaux de taillend1×nd2 :
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real*8 x(nd1*nd2,0:nd3-1), y(nd1*nd2,0:nd3-1), key(-lf:n+lf)
! key: stockage des coordonnées 1D périodiques
nh=n/2
! Boucle selon n3
j0=1
j1=n1
do i=0,nh-1

ii00=2*i
iip1=key(2*i+1)
! Boucle selon les n1*n2 points contigus
do j=j0,j1

y(j,i)= .5d0*(x(j,ii00) + x(j,iip1))
y(j,i+nh)= .5d0*(x(j,ii00) - x(j,iip1))

enddo
enddo

Dans l’exemple, on effectue la convolution sur toutes les lignes de la matrice, soitj1 = n1

convolutions. On peut également séparer les données en paquets de taillej1, tel que j1 corres-
ponde au nombre de paquets de taillen2 que l’on puisse mettre dans le cache.
D’autre part, les coefficients des filtres, dont la taille est de l’ordre del f = 10, sont définis à
l’intérieur de chaque routine comme des constantes, et donc stockés dans des registres. Cela
signifie notamment que l’on a autant de procédures de transformées en ondelettes que de de-
grés et de familles d’ondelettes, ce qui fait au total une quinzaine de transformées en tout.

Pour les convolutions selon les directions 1 et 2, on fait le même type d’opération mais
en transposant la matricend1× nd2. L’idée est donc d’effectuer une convolution en mettant
dans le tableau de sortie les données de telle sorte que celles-ci soient contiguës pour le calcul
suivant.

-
-

?
i

j
-

??

une rotation deπ/2
Stockage en faisant

des données contiguesi
Convolution selon la direction

On travaille alors selon chaque carrénd1×nd2, et les données convoluées selonj seront
rangées dans la directioni :
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real*8 x(nd1,0:nd2-1), y(0:nd2-1,nd1), key(-lf:n+lf)
nh=n/2
do i=0,nh-1

ii00=2*i
iip1=key(2*i+1)
! Boucle sur les abscisses de x
do j=j0,j1
y(i,j)= .5d0*(x(j,ii00) + x(j,iip1))
y(i+nh,j)= .5d0*(x(j,ii00) - x(j,iip1))

enddo
enddo

Pour l’étape suivante de décomposition, on fait une copie du cube dont chaque coté est
divisé par 2, et on recommence. Nous supposerons que les deux premières transformations,
sur n1× n2× n3 données puis surn1/2× n2/2× n3/2 données, sont les plus coûteuses, la
troisième ayant une influence en proportion de 1/64 par rapport à la première.
Le nombre deflopseffectués sur la matrice dépend linéairement du nombre de convolutions,
c’est-à-dire de la longueur et de la symétrie du filtre de taillel f . Le tableauTAB[C.1] nous
montre les temps et vitesse pour décomposer un tableau de 1283 éléments. On calcule la vitesse
de la manière suivante : soitn f le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer une analyse
et une synthèse (décimation, calcul des indices, nombres d’additions et de multiplications),
alors la vitesse en Mflops se calcule selon :

V =
n1 n2 n3 n f 10−6

T
,

oùT est le temps d’exécution.

lf Temps Vitesse
2 0.06 102
4 0.08 295
6 0.09 410
8 0.12 416
10 0.15 427

TAB . C.1 – Performances sur Pentium 4,2.6GHz. Les temps sont en seconde, et les vitesses
en Mflops. La résolution est de1283, avec différents degrés pour les ondelettes de Daubechies.
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