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Limite de I'analyse de Fourier

F
But : extraire d'un signal des informations.

o signal analogique L? : transformée de Fourier,
spectre 7(A);

o signal analogique périodique L? : série de Fourier,
coefficients ¢,(f);

@ signal numérique : transformée de Fourier discréte.

Limite : analyse globale, perte de I'information temporelle.
exemples : début et fin du signal, apparition d'une singularité
- et nécessité de connaitre I'intégralité du signal pour
I'analyser. ..

car F(A) ou () se calculent sur tout le signal.
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@ Limite de I'analyse de Fourier

Limite de Tanalyse

Probléme avec les signaux non-stationnaires : on peut (3 peu
pres) retrouver les fréquences des composantes, mais pas
leur localisation.
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Séance 6

@ Les fenétres
o Les fenétres
@ Théoreme d'incertitude

Localisation temporelle

Probléme de la transformée de Fourier d'un signal f
o excellente résolution fréquentielle (cas d'un signal trigo.)
@ mais résolution temporelle nulle (intégration sur le

domaine de f).

Idée pour améliorer la résolution temporelle : analyser le

spectre sur des morceaux du signal.

Exemple : analyse sur intervalle [-A, A] — f multipliée

par le créneau x4 (indicatrice de [—A, A]).

Localisation par un créneau
Soit g(t) = xa(t)f(t)
Que devient le spectre g = ya - f 7

.\ sin2rAN sin 27 A(j — \)
BN ==+

?(A):v/fx?(u) A

"

) o

A petit : bonne résolution en temps, faible résolution en fréquence ;

A grand : faible résolution en temps, bonne résolution en

fréquence.
less

Exemple : signal trigonométrique

Cas ol f(t) = 2™ est un signal trigonométrique.
(donc parfaitement localisé en fréquence)

Alors = b,..
Comme : () = S12zA% . F())
ona:g()) =2

Interprétation : pour estimer correctement la fréquence
d’un signal trigonométrique, il faut I'observer sur un
intervalle de temps suffisamment long.




Les fenétres

M@éme raisonnement si on remplace le créneau x4 par une
fonction réelle wu jouant le méme rdle.
— recherche des wy bien localisés en temps et en fréquence

D

On appelle fenétres de telles fonctions

enétres

Idée : pour améliorer la localisation en fréquence de la
fenétre, il faut prendre une fenétre plus réguliere que le
créneau. (wa décroit alors plus vite)
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“Principe” d'incertitude (dit de Heisenberg)
Soit un signal f € L2(R),

/ 2|f(t)[2dt (dispersion d'énergie en temps)

1
2

2=
CNIAB Je

1 -~
02 = B / N2[F(A\)|2dX (dispersion d'énergie en fréquence)
2 JR

On ne peut pas localiser un signal simultanément en temps
et en fréquence car

Preuve : cf poly.

Remarque : peut-on trouver des fonctions a support
compact dont la transformée de Fourier (ou la TF inverse)
est encore a support compact ?

(intérét : ex. conversion digital — analogique, cf séance 5)
— Non. ... (cf Mallat chap. 2, th. de Paley-Wiener)
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Exemples de fenétres

différentes fenétres. ... et leurs transformées de Fourier

Fenétre idéale : bonne localisation (concentration)
en temps et en fréquence.

» Impossible d'apres le théoréme d'incertitude.

luass

Conséquence du principe d'incertitude

On ne peut pas trouver de fenétre possédant une bonne
localisation en temps et en fréquence

Mais les gaussiennes réalisent I'optimum dans le théoreme
d'incertitude, i.e.

Proposition

X 2
Si f = ae " avec ¢ > 0, alors
2. 2
ot-oF=—.
O an

Conclusion : les fenétres gaussiennes réalisent le “meilleur”
compromis entre localisation temporelle et fréquentielle.

li3/36




Séance 6

@ L'idée de Dennis Gabor

o Transformée de Fourier a fenétre
@ Le cas discret

@ Quelques applications

l1a/36

Théoreme

Wi (A, b) = /f(r)w(t—b)exp(—2i7r)\r)dt

Théoreme

Siw e LN L2 réelle et ||w||> =1 alors

@ Conservation de I'énergie :

J[L 1w xso= [ eyt oe

@ Formule de reconstruction :

f(t) = //W Wi(\, b)w(t — b)e?™t dXdb (dans L?)

Preuve : cf Gasquet-Witomski chap. 41 ou Mallat chap. 4
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Transformée de Fourier a fenétre

ou STFT (Short Time Fourier Transform)
introduit par Dennis Gabor

(1900-1979, prix Nobel 71, inventeur de I'holographie)

Rappel : transformée de Fourier de f € L%(R)
?()\):/ £(£) exp(—2imAt)de.
r

Définition - Transformée de Fourier a fenétre
Soit Wr(\, b) = [ f(t)w(t — b)exp(—2imAt)dt.
W s'appelle la transformée de Fourier 4 fenétre de f.

Remarque : bien siir, dépend du choix de w.
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Remarque : “bases” des décompositions

Fourier : f(t) = }m?()\)w)\(t)dr
ol wy(t) = €2t

Fourier 3 fenétre : £(t) = [[z2 Wr(A, b)wa s(t)dAdb
ol wy p(t) = w(t — b)e?™*

et WA\ b) = [of Wap=fpf Wrp (Parseval)
Cas de la fenétre Gaussienne (— Gaborettes)

Re(w,5) W5
(autour de b) (autour de \)

hrszs

.3 comparer 3 w) et W) dans le cas de Fourier classique.




Spectrogramme

De la méme maniére que I'on considérait le module des
coefficients de Fourier pour caractériser les fréquences
présentes dans le signal, on définit

Définition - spectrogramme

Le spectrogramme d'un signal f est :
(A 1) = Se(\ t) = [We (X t) 2.
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Transformée de Fourier discrete a fenétre

On considere un signal discret (f,)o<n<n—1, et une fenétre
discréte (w,)o<n<n—1 (tous deux périodisés).

Définition - Discrete STFT
La transformée de Fourier discrete a fenétre de f est la
famille des Nchoefﬂcients

1

Winj =" faWn_me
n=0

avec0 < m /< N-—1.

Complexité algorithmique : O (N2 log(N))
(en fait dépend de la taille du support de (w;)...)

Comme dans le cas continu, si ||w|]» = 1 on a une formule
de reconstruction. (admis)
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Application 1 : compression

@ compression MP3 : DCT a fenétre.

cf cours compression avec perte :
annulation des coefficients en-dessous d'un certain seuil
|- modele psycho-acoustique.

@ compression JPEG.

idem, mais fenétres décorrélées. ..
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Application 2 : analyse de la parole witement &

fréquence

temps

—aeiou

lo13s




Application 3 : effets spéciaux sonores Application 4 : débruitage

Donnée : signal sonore bruité par un bruit blanc gaussien.
Modélisation : s(t) = sp(t) + b(t) ol b(t) i.i.d.~ N(0,0).

et o =] Osbefin 2] =

Recordad Sianal

spectre de sy spectre de b spectre de s

Deux méthodes de débruitage :

@ linéaire : filtre passe-bas (< convolution en temps);

o non-linéaire : e.g. mise a zéro des coefficients en
dessous d'un seuil donné.
o filtrage, equalization Basé sur la remarque : le spectre du signal décroit avec la

@ vocoder (voice-encoder) fréquence et contribue davantage que celui du bruit.

Remarque : bruit non-stationnaire compatible avec STFT.
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Limite de la transformée de Fourier a fenétre

Séance 6

STFT : analyse des signaux par une sinusoide de fréquence A
restreinte a une fenétre translatée en temps de b.

Inconvénient : la taille de la fenétre est fixée a priori.
Probléme pour analyser un signal présentant des variations
a des échelles tres différentes

C'est en fait le cas de beaucoup de signaux, par exemple :
o modélisation d'une note de musique : attaque,

@ Introduction aux ondelettes maintien, chute ;

o Limite de la STFT

© Transformée continue en ondelettes

o Transformée discréte en ondelettes

@ image présentant des textures;

— une réponse : la théorie des ondelettes.
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Ou I'on joue de I'accordéon Exemples d’ondelettes-méres

Ondelettes / Wavelets : géophysicien Jean Morlet
(Elf-Aquitaine) + physicien Alex Grossmann, 1984.
A partir de ) (ondelette-mére) on construit les fonctions :

1 _
oo =t (r ”) avec s £0,u € R.

Vérifie les conditions d’admissibilité, si possible réguliere. ..

s
o N .
Comparaison gaborettes / ondelettes : (source - Gasquer-Witomski) :‘ f A \”‘
o [ " ",
[ p= ey P =
b \V N I
b LR
[V ey T v T
1 | Mexican Hat Ondelette d"Yves Meyer
|
I—
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Transformée continue en ondelettes Exemple de transformée en ondelettes Wi(s, u) .‘,‘;l’;‘lil‘,‘,\ 3
f
Théoreme - Calderon 1964 / Grossmann Morlet 1984 °
2
Soit 1 € L1 N L2 (ondelette-mere) telle que : ,
® Ilvil2= 0 :
o 3 0z 04 o6 08 1
-] / I 5 — i < 400 (condition d'admissibilité) el
Jr
Soient 1 ,(t) = ﬁu ) et Wils,u) = [, F(£)d ,(t)dt. -4
Alors : 2|
0 L [ Wits, )23 — [ if(e)Pdt (conserv. énergie) |
K JJp & R o u
0 02 04 06 08 1
° f(t):l// Wis, 0)a() 23 (reconstruction 1)
K JJa B
source - Ml

@ échelle s petite — singularités “microscopiques”

Remarque : la condition d'admissibilité implique
o échelle s grande — singularités “macroscopiques”.

$(0) = [, ¢ =0, soit ¢ oscillante.
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Transformée discrete en ondelettes
Idée : transformée en ondelettes redondante, on doit pouvoir
se contenter de garder “moins” de coefficients.
> on cherche donc des bases orthonormées d'ondelettes
de L2 : (1 4)jkez (o1 1) est une ondelette) avec :

V(1) = 2072 p(20x — k).

i

On a alors
()= D> Wilj )i u(t)-
Jokez
Autrement écrit :
F(E) =36 ol fi="> Wi, K)thjk-
J€z keZ
fj représente les détails a I'échelle 27J (ou a la résolution j)

du signal f
n-1
On peut approcher f par F, = Z fi (Fo — f dans 12).
j=—o0
lsosse

Exemples / applications (1)

Analyse d'un électrocardiogramme.

| {

S Y U P Y

ne1 chap.eit.em)

(source

236

Exemple de bases d'ondelettes orthonormées
1) L'ondelette d'Yves Meyer (1985) fournit une b.o.n.
2) La remarque précédente permet de construire
“automatiquement” des b.o.n. d’ondelettes a partir
d'analyses multirésolutions de L
Dans ce cadre, Ingrid Daubechies (1988) propose des
ondelettes :
@ 2 support compact (intérét : localisation temporelle)
@ et a p moments nuls (intérét : coefficients des échelles
fines négligeables la ol f est régulier).

W) i)

source : Mallat.
busss

Débruitage, “déclicage”

9 (o) Noisy Data y 29 b) HaarShink Reconstrction
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(source : Donoho & Johnstone wavelet shrinkage. 1993)
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Exemples / applications (2) :




Exemples / applications (3)

Compression : JPEG 2000.

TIFF JPEG JPEG2000
65ko 4 ko 4 ko

Block effect ? Ringing ? Dérive des couleurs?

Bonne introduction :
http ://en.wikipedia.org/wiki/JPEG_2000

laes3s

Conclusion

Probleme de I'analyse de Fourier “standard” :

o bien adaptée aux signaux stationnaires. .

@ mais ne permet pas d'obtenir d'information temporelle
Solution : transformée de Fourier a fenétre.
Mais :

@ compromis précision temporelle / fréquentielle,

o fenétre d’analyse fixée a priori.

“Mieux” : les ondelettes permettent une décomposition
multi-échelle.
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Séance 6

@ Conclusion
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