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Pré-requis

Outils de représentation

» Variable complexe et Transformée en z

» Transformée de Laplace

Traitement Numérique du Signal - Base (TNS1)

> Transformée de Fourier Discrete (TFD)

» TFD pondérée
> algorithme rapide

> Filtrage numérique

filtrage linéaire (filtres invariants, causaux)

filtres RIF et RII

synthese directe des filtres RIF (fenétrage)

synthése des filtres Rll

implantation (structures directe, canonique, cascade/série, paralléle)
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Exemples d’applications

> traitement du signal
> débruitage, compression, détection,...
> traitement d'image

> réhaussement de contour, compression,

> notions de fréquence spatiale, de traitement 2D (voir 3D),...

> traitement d’antenne/de phase

» notion de front d'onde,

v

télécommunications numériques (e.g., mobiles)

> notions de multi-trajet, d'égalisation,

= Nécessité d'implanter les filtres LIT !
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Propriétés

Nicolas

Dobigeon

Filtrage linéaire invariant dans le temps (LIT)
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Filtrage linéaire invariant dans le temps (LIT)

J;
Propriétés - Y

» Linéarité :
Faxi(n) + bx2(n)] aF [xi(n)] + bF [x2(n)]

ay1(n) + by2(n).

Condition nécessaire et suffisante : +oo
3h(n, k) = F[6(n— k)] tel que y(n)= > x(k)h(n, k)
k=—o00
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Filtrage linéaire invariant dans le temps (LIT)

x
Propriétés - Y

Nicolas

» Linéarité :
Flaxi(n) + b2(n)] = aF [x1(n)] + bF [x2(n)]
= ay1(n) + byz(n).

Condition nécessaire et suffisante : too

3h(n, k) = F[6(n— k)] tel que y(n)= > x(k)h(n, k)

k=—o00

» Invariance dans le temps :

Vno, y(n) = F [x(n)] & y(n — no) = F [x(n — no)] .
Condition nécessaire et suffisante :
Vn,Vk, h(n, k) = h(n— k).
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Filtrage linéaire invariant dans le temps (LIT)

x
Propriétés - Y

» Linéarité :
F[axi(n) + bxa(n)] aF [x1(n)] + bF [x2(n)]

ay1(n) + by2(n).

Condition nécessaire et suffisante : too

3h(n, k) = F[6(n— k)] tel que y(n)= > x(k)h(n, k)

k=—o00
» Invariance dans le temps :
Vno, y(n) = F [x(n)] & y(n— no) = F [x(n— no)] .
Condition nécessaire et suffisante :
Vn,Vk, h(n, k) = h(n— k).

= Filtre linéaire invariant dans le temps (LIT) caractérisé par sa réponse
impulsionnelle h(k) (k € Z) ou sa transmittance H(z) = TZ[h(k)]

= L'opération de filtrage devient y(n) = >, x(k)h(n — k) = h(n) * x(n)
(convolution temporelle) ou Y (z) = H(Z)X(Z) (produit “fréquentiel”).
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Plan du cours

Optimisation
Synthése non-optimale d'un filtre RIF
Synthése non-optimale d'un filtre Rl
Méthodes d’optimisation
Stabilisation des solutions

Effets numériques
Quelques rappels
Quantification de I'entrée
Quantification des coefficients
Quantification des calculs

Structures non-standards
Structures treillis /échelle
Structures “rationnelles”
Structures multi-cadences
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Optimisation

Plan du cours

Optimisation

Synthése non-optimale d'un filtre RIF
Synthése directe
Echantillonnage en fréquence

Synthése non-optimale d'un filtre RII
Synthése directe
Approximants de Padé

Méthodes d’optimisation
Méthode des moindres carrés
Algorithme de Remez
Filtres propres

Stabilisation des solutions

Effets numériques

Structures non-standards
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(Etimisation

Synthése non-optimale d’un filtre RIF

Plan du cours

Optimisation
Synthése non-optimale d'un filtre RIF
Synthése directe
Echantillonnage en fréquence

Effets numériques

Structures non-standards
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Optimisation
Synthése non-optimale d’un filtre RIF

Quelques rappels sur les RIF

» Caractérisés par une réponse impulsionnelle finie :

_J bk, k=0,...,M
h(k) = { 0, sinon.
» Transmittance correspondante :

M

H(z) = XM: bz "= h(k)z™"
k=0

k=0

> Propriétés

> calcul non récursif
— stabilité, faible sensibilité numérique
> phase linéaire possible si symétrie de la RI

h(k) = +h(M — k), k=0,..., M, (suivant parité de M)
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Optimisation
Synthése non-optimale d’un filtre RIF
Synthese directe

Synthese directe (rappel)
Soit HI(z)|Z:ef2Wf la transmittance idéale en fréquence.

» Développement en série de Fourier de H; (ei2’rf) — RI

+o00o
Hy (ei27rf) _ Z Ckei27rf

k=—o00
avec ¢k = hi(k) o< fiﬁz Hi (e”™) e~ df
» Troncature fenétrée de la RI (ordre du filtre fixé a M = 2L 4 1),
ho(k) = h(K)w(k), k=—L,...,L

Etapes facultatives : “Itérations’ (ordre M et fenétre w(-))

» Décalage de la Rl pour la rendre causale

hN(k) = ho(k — ko) (avec ko Z L)
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?ﬂtimisation

Synthése non-optimale d'un filtre RIF
Synthese directe

Synthése directe (rappel)

Influence de I'ordre (fenétre naturelle)
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1.2 / |
1L T ]
0.8 | |
0.6 | |
0.4 | |
0.2 |
0 A . ) PP
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées



?itimisation
Synthése non-optimale d'un filtre RIF
Synthese directe

Synthése directe (rappel)
Influence de I'ordre (fenétre naturelle)

ordre 200

=}

ordre 5

-100 . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Optimisation
LSynlhése non-optimale d’un filtre RIF
Synthese directe

Synthese directe (rappel)

Influence de la fenétre (ordre fixé M = 22)
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Optimisation
Synthése non-optimale d’un filtre RIF
Echantillonnage en fréquence

Echantillonnage en fréquence

Soit un filtre RIF dont la transmittance H;(z) est spécifiée en (M + 1) points

20y...92ZM-

» H = {Hi(z),...,Hi(zm)} est 'ensemble des contraintes (fortes).

> Soit I'approximation polynémiale (d'ordre M)

H(z) = Z L,(z) Hi(zn) avec Ly(zm)=3d(m—n)
n=0
Remarque : on a bien H(zn) = Hi(zm) (Vm)

> Le polynéme de Lagrange (unique) est

Y1z
L,(z) = —
@) l;[nlfz,flzm
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Optimisation
LSynthése non-optimale d’un filtre RIF
échantillonnage en fréquence

Echantillonnage en fréquence

> Hi(z) est réécrit

M M A
H(z) = < —z —1> _ Am
(2) H 1—2z,z Z Tp——
n=0 m=0
avec
Am _ HI (Zm)

Toim (1= z0z0")

> Si les contraintes H sont spécifiées en des points équidistants sur le cercle
oz i _n_ .
unité z, = "M+ alors on obtient

1— ZM+1 M oy m 1
H(z) = {7,\/, 1 } X:OHI (e M+1) PR e
M=0 \——

Gain Cellule 1er ordre

Mise en paralléle de cellules du ler ordre
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?ﬂtimisation

Synthése non-optimale d’un filtre RIl

Plan du cours

Optimisation

Synthése non-optimale d'un filtre RII
Synthése directe
Approximants de Padé

Effets numériques

Structures non-standards
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Optimisation

Synthése non-optimale d’un filtre RIl

Quelques rappels sur les Rl

> Caractérisés par une récurrence linéaire a coefficients constants :

y(n)=-— Z aky(n— k) + Z bix(n — k)

k=1

ot 3j € {1,..., M} tel que a; # 0 (avec ap = 1),

» Transmittance correspondante :

ZM: bkz—k +0oo B
H(z2)= St = D hk)z"
2 =0 3Z k=—o0
> Propriétés : performants ( ~ sélectifs) mais

> (in)stabilité définie par la position des pdles
> sensibilité numérique (propagation des erreurs)
> temps de propagation de groupe non constant
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(Etimisation

Synthése non-optimale d’un filtre RIl
Synthese directe

Synthése directe (rappel)

Soit la transmittance idéale en fréquence HI(Z)‘Z:EIZTH’

» Choix de la caractéristique

> conservation de la réponse temporelle
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Optimisation
LSynthése non-optimale d’un filtre RII
Synthese directe

Synthese directe (rappel)

Soit la transmittance idéale en fréquence HI(z)L:e,.hf

» Choix de la caractéristique

> conservation de la réponse temporelle
> conservation de la réponse harmonique

» Calcul d'un gabarit analogique a I'aide de la transformation
f .
fa= = tan <7rfN>
™

> Synthése de Ha(p) (p = i2mfa) satisfaisant la gabarit analogique (choix
de I'ordre, du prototype...)
> Retour au plan en Z par transformation bilinéaire
1-2z71

=2ff———
P E1 21
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Optimisation
Syntheése non-optimale d’un filtre RII
Approximants de Padé

Approximants de Padé

» On se propose d'approcher la transmittance idéale

Hi(z) = 32,°° _ h(k)z™* par I'approximant rationnel

Bn(z) _ Yo bez”"
An(z)  Yioakz ™k’

ol B(-) et Am(-) sont des polyndmes de degrés n et m, resp.

Gm,n(z) =

avec g =1

> On développe Gm,n(z) en série

+o0o
Guole) = 3 &lh)z
et on impose k=—o0
h(k), pour k=0,...,n+ m;

£k = {

quelconque, pour k>n+m+1
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205



Optimisation
LSynlhEse non-optimale d’un filtre RIl
Approximants de Padé

Approximants de Padé

» Si on écrit

m+n
Gm,n(z) Zk Oka Z h(k <z—(n+m+1))

~~n - __k
D k=0 KZ ™
il vient
m 2n+m inf(k,n)
—k —k .

E bz " = E cz “+e avec ¢ = E ajh(k — )
k=0 k=0 =0
—_——— ——

degré m degré 2n+ m

» Nécessairement
=0 Vke{m+1,...,2n+ m},

» On annule tous les termes ¢k pour k =m+1,...,2n+ m,
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Optimisation
Syntheése non-optimale d’un filtre RII
Approximants de Padé

Approximants de Padé

» Avec ap = 1, on obtient le systeme linéaire

h(m+1) ... h(m—n+2) ai
h(m+2) ... h(m—n+3) a
h(m+n) ...  h(m+1) an
N—_——
H; a
et
h(0) 0 .. 0 1
h(1) h(0) 0 a
: : 0 :
h(m) h(m—1) ... h(0) an
———
H, ay
ce qui conduit a a = folh puis b = Hsaz
Nicolas Dobigeon
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h(m + 3)

h(m+n+1)
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Optimisation
Synthése non-optimale d’un filtre RIl
Approximants de Padé

Approximants de Padé

Quelques remarques

» A ordres n et m fixés, s'il existe!, le couple {A,, By} est unique? (avec ag = 1), parfois noté
[m/n] (mais la fraction Bp(z)/An(z) n'est pas forcément irréductible).

> Les approximants de Padé G, » = B /A, sont regroupés dans la table de Padé indicée par
netm.

P Les matrices H; et H, sont Toeplitz et Toeplitz inférieure pour lesquelles il existe des
algorithmes rapides de calcul (inversion, multiplication).

P L'approximant Gp, ,(z) et la transmittance cible H(z) ont des RI qui coincident exactement
sur leurs (n + m + 1) premiers points respectifs. Au dela, rien n'est imposé.
— Instabilité possible de I'approximant !

Voir aussi :

> C.S. Burrus, T. W. Parks, “Time Domain Design of Recursive Digital Filters”, IEEE Trans.
Audio Electroacoustics, vol. AU-18, no. 2, June 1970.

1CS i detH; #0.
2Frobenius, 1881.
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(Etimisation

Méthodes d’optimisation

Plan du cours

Optimisation

Méthodes d’optimisation
Méthode des moindres carrés
Algorithme de Remez
Filtres propres

Effets numériques

Structures non-standards
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Optimisation
Méthodes d’optimisation

Principe général
Soit Hi(f) la transmittance idéale en fréquence.

» On introduit un vecteur paramétre 6 qui décrit completement le filtre
numérique Hn(f) (RIF ou RIl) recherché d'ordre M,

> On définit I'erreur de synthese e(f) = Hi(f) — Hn(f),
> Si les contraintes spécifiées ne sont pas identiques dans toutes les bandes
de fréquences, introduction d'une fonction de pondération P(f)
ep(f) = P(f) [Hi(f) — Hn(F)],
et du critére d'erreur “globale” associé

Jer (0) = ller ()],

» On va chercher 8°P" solution de

eopt

= argmin Je,(0)
6ce
Remarques :

> HP*(f) peut ne pas satisfaire le gabarit — on itere avec M + 1,
> 0 dépend de la structure de synthése choisie.
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Optimisation

Méthodes d’optimisation

Nicolas

» Structure directe :

M
b
Hx(z) = z:kl\;oik? (avec ap = 1)
D ko Az K
— GD = [217...78M,b07~~~5bM]T

> Structure série (avec regroupement des racines complexes conjuguées) :

M — bOHHk(Z)’ (avec g <K< M)

Hn(z) = N
Hk 1(1 - pez1) k=1
N 1+b b, 2
ol Hi(z) = % sont des structures bi-quadratiques,
— 0s ={0s,1,...,0sk} avec Os x = [ak.1,ak.2, br1, o]

> Structure paralléle (avec existence de pdles simples) :

N(z) =c+ Z Hi(z

N o 1+bg 12~ . .
ol Hi(z) = Trogiz1taa72 sont des structures bi-quadratiques,
_ _ T
— Op ={0p1,...,0p k} avec Op k = [ak,1,, ak,2, bk 1]
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Optimisation
Méthodes d’optimisation

Principe général
Soit Hi(f) la transmittance idéale en fréquence.

» On introduit un vecteur paramétre 6 qui décrit completement le filtre
numérique Hn(f) (RIF ou RIl) recherché d'ordre M,

> On définit I'erreur de synthese e(f) = Hi(f) — Hn(f),
> Si les contraintes spécifiées ne sont pas identiques dans toutes les bandes
de fréquences, introduction d'une fonction de pondération P(f)
ep(f) = P(f) [Hi(f) — Hn(F)],
et du critéere d’erreur associé

Jer (0) = ller ()],

» On va chercher 8°P" solution de

eopt

= argmin Je,(0)
6ce
Remarques :

> HP*(f) peut ne pas satisfaire le gabarit — on itere avec M + 1,
> 0 dépend de la structure de synthése choisie.
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Optimisation
Méthodes d’optimisation

Principe général
Soit Hi(f) la transmittance idéale en fréquence.

» On introduit un vecteur paramétre 6 qui décrit completement le filtre
numérique Hn(f) (RIF ou RIl) recherché d'ordre M,

> On définit I'erreur de synthese e(f) = Hi(f) — Hn(f),
> Si les contraintes spécifiées ne sont pas identiques dans toutes les bandes
de fréquences, introduction d'une fonction de pondération P(f)
ep(f) = P(f) [Hi(f) — Hn(F)],
et du critéere d’erreur associé

Jer (0) = ller ()],

> On va chercher 8°P° solution de
t .
0°"" = argmin J.,(0)
6co
Remarques :
> HP*(f) peut ne pas satisfaire le gabarit — on itere avec M + 1,

> 0 dépend de la structure de synthése choisie.
Quel choix pour la norme ?
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Optimisation

Méthodes d’optimisation

Méthode des moindres carrés

Nicolas

Norme ¢/, : méthode des moindres carrés

Soit le terme d'erreur évaluée en Ny points fréquentiels
ep(f,,) = P(fn) [Hl(fn) — HN(ﬂ)] , h= 0, ey No — 1,

Le critéere s'écrit

No—1
Jep (0) = llepll3 = D P*(fa) [Hi(fa) — Hn(F)F,
n=0
ou ep = [ep(ﬁ)), ceuy ep(fNO_l)]T,

hypothése : on a une solution initiale non-optimale 0 — optimisation
locale.

A partir de la solution 0© on cherche I'accroissement A# tel que

AB = argmin Je, (0(0) + AO)
£6cO®
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Méthode des moindres carrés

Norme ¢/, : méthode des moindres carrés

> On développe le critere Je, (0(0) + AH) alordre 1

b (0 80) =5 (0%) 432 S
et on annule toutes les coordonnées du gradient V Je,:

Jer A9 0, k=0,...,N—1

89k

> On obtient le systeme linéaire
E:Pe + E;PE{ A0 =0

avec

e=[e(f),....e(fu1)], Ex = [ag(gf)]k P ding { P2(f)}
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Méthode des moindres carrés

Norme ¢/, : méthode des moindres carrés

» La solution est donnée par
T —1
AG = — <E1PE1> E;Pe.

Remarques :

. . ol fo
» méthode qui repose sur le calcul des quantités a(;(ek),

— explicite pour la plupart des structures de synthese,

> Bellanger® a mené le calcul pour un filtre RIF d’ordre N avec le vecteur de
parameétre @ = [Hi, ..., Hy_1]" ot Hy = TFD [h(n)],

> pas de contrainte de stabilité de la solution,
— stabilité des solutions non garantie !

3M. Bellanger, Traitement Numérique du Signal, Masson, 1994.
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(Etimisation
Méthodes d’optimisation

Méthode des moindres carrés

Norme /; : méthode des moindres carrés
Exemple de synthése d’'un RIF

S0 T . . T

—

-100

-200

[ 0.1 0.2 0.3 0.4 05
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(Etimisation
Méthodes d’optimisation

Méthode des moindres carrés

Norme /; : méthode des moindres carrés
Exemple de synthése d’'un RIF

S0 T . . T

—

-100

-200

[ 0.1 0.2 0.3 0.4 05

— Flexibilité dans les bandes affaiblies non exploitée !
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Optimisation
Méthodes d’optimisation

Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

» Considérons un filtre RIF a phase linéaire

<

Hn(f) = hy cos (27fk) ,

0

x
Il

> Le critére s'écrit pour 6 = [ho, ..., hu_1]"

Jer (0) = llep(F)lloc = fs[urJ ] |P() [Hi(f) = Hn(F)] |,
€fo.}

Propriété

ller(f)|loc est minimal sur un compact A € [0,

0
A(fo,...,fu) € AV Vie {1,..., M},
e(f) = —e(fi1) = £3 et [e(£)] = maxre|e(F)| = 6
i.e., existence de (M + 1) extrema :

e(f;) est un maximum, e(fi1+1) est un minimum,...

Nicolas  Dobigeon
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

» Si fo,...,fm connus alors @ calculé par simple inversion matricielle :
0 = 0™ & {e(f) = 0},

— On ne connait pas fo, ..., fu—1!

» Nouveau probleme d’'optimisation :

{5.£,0) = argmin (P(f,-) [Hi(f) — Hn(F)] — (~1)'6

i=0,...,M
avec f = (fo,..., fm),
> Minimisation alternée (algorithme itératif) :
{f(’)} = argmin ‘P(f [HI (F) — HY™ (f)] - (—1)"5(’—1)‘

{007} —argmm\"( ){Hl(ff‘”) i (£7)] = ),
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez
A partir d’une solution non-optimale 8 et 5, 3 I'itération r

> calcul de I'erreur e,(,' 2 (f) = P(f) [Hl(f) — Hl(\;_l)(f)],

> localisation des extrema de e (f), i.e., de (fo(')7 e f,\(,,')> t.q.
e (£) > 6

> calcul de 8 et 67 par résolution des (M+1) équations linéaires

P (£ [ (£7) — HO (0] = £5

i.e., inversion du systeme

w(gy\ [ ) e em(amwon) G
HI(-f,\(,,’)) 1 cos(Z;rf,\(ﬂ’)) cos(2‘n'f (M—l)) G h?()’)l
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(Etimisation

Méthodes d’optimisation

Algorithme de Remez

Exemple de synthése

Nicolas

7000,

Norme /., : algorithme de Remez

d’un RIF (itération 1)
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0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35

Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées

0.4

0.45

05

35

205



(Etimisation

Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Exemple de synthése d’un RIF (itération 11)
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(Etimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Exemple de synthése d’un RIF (itération 12)

L
04 0.45 0.5
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(Etimisation
Méthodes d’optimisation

Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Exemple de synthése d’'un RIF (itération 17)

0.4 045 05
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(Etimisation

Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Exemple de synthése d’un RIF (itération 21)

1.2 T T T T T T T T T

o L
[¢] 0.05 0.1 0.4 0.45 05
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?ﬂtimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Comparaison £>/l

« L)
I
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

Critéres d'arrét :
» nombre d'itérations R,
> erreur : ||ef(f)|| < seuil,
> évolution de I'erreur : ||ef ™ (f)|| — ||e5 (F)|| < seuil,
Avantages :
» méthode optimale (!),
» ondulations d'amplitude constante en bandes passantes et affaiblies,
» ordre de filtre minimum,

Inconvénients :

> Cofliteux en temps de calcul (méthode itérative, inversion matricielle),
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Algorithme de Remez

Norme /., : algorithme de Remez

A propos de la méthode de synthése :

» convergence de |'algorithme non démontrée,
— comportement ‘“correct” si initialisation “correcte”
— solution non-optimale nécessaire !

> algorithme codé sous Matlab,
> extension 3 la synthése d'un filtre RIl proposée par Bellanger®.
Quelques remarques plus générales :

» minimisation d'une norme f~, aussi appelée approximation au sens de
Chebyshev,

» minimiser le max. de I'erreur : approximation de minimax,

» méthode générale d'approximation polyndmiale,

— dans le cadre du TNS, algorithme de synthése de Parks-McClellan®.

M. Bellanger, Traitement Numérique du Signal, Masson, 1994.

5T. W. Parks et al., "Chebyshev approximation for non recursive digital filters with linear
phase”, IEEE. Trans. Circuit Theory, vol. 19, no. 2, March 1972.
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Filtres propres

Filtres propres (RIF)

» Considérons un filtre RIF a phase linéaire

§

Hn(f) = hk cos (2rfk) = 0" ¢(f), avec c(f) = [cos (2 fk)],,
0

x
Il

> Le critére® s'écrit pour 6 = [ho, ..., hM_l]T

J2(8) = [le(F)]3 = / | H(F) — M (F)? df,

fi

> Si le filtre idéal a une transmittance constante Hi(f,) ~ 8 c(f) dans la
bande [f1, ], Je(8) se réécrit

f
5(6) = [ |o7e(h) ~ 07c()|"of = 670
fi

avec Qrif:/fZ[c(ﬂ)—c(f)] [c(f) —c () df

8 - |2 est la norme £; au sens des fonctions dans CO([f1, 2])
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Filtres propres

Filtres propres (RIF)

> Le probleme de synthese se résume a la recherche de

0°* = argmin J.(0) & 0°°* = argmin 07Q.ic0
0co 6co

— solution donnée par analyse du quotient de Rayleigh Rq,, (*) !

x! Ax
xTx

Propriété : Soient A une matrice hermitienne et Ra (x) = alors

min Ra (X) = Amin
6c®
et

t . t
x°P" = argmin Ra (x) < X" = viin
0c®

ol Vnin est le vect. propre associé a la plus petite val. propre Amin de A.
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Optimisation

Méthodes d’optimisation

Filtres propres

Filtres propres

(RI)

» Considérons un filtre RIl de transmittance

> Six(n) =

» L'erreur

Hx(z
(2) = SE

o(n) a I'entrée, on veut y(n) =
M—1
bkhI n — k)
k=0
8 s'écrit pour n =0, ..., No:
M—1
bkhl n — k)
k=0

Nicolas

7S.-C. Pei and J.-J. Shyu, “Design of 1-D and 2-D
Processing, vol. 42, no. 4, April 1994.

8 Attention :

Dobigeon

e(n) # hi(n) — hn(n) !

22”‘

1 —
0 ka

akz K’

Zaké n—k)

<

-1
aké(n — k),
0

>
Il

IR Eigenfilters”, IEEE Trans. Signal
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Filtres propres

Filtres propres (RII)

» On définit les vecteurs parametre et erreur :
0= [307 ey dM—1, bo7 ey bel]T s e = [e(O), ey e(No)]T

» Sous forme matricielle, on a

. . [ H -
HO =e ou H—(H2 0 ),

avec h1(0) 0 .0
hi(1) h(0) 0
H; = . . )
. . . 0
h(M—1) h(M-=2) ... h0)
hi(M) h(M—1) ... hi(1)
hi(M +1) hi (M) hi(2)
H, = . .
X . 0
hI(No) hI(Ng — 1) hI(Nof M+1)
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Filtres propres

Filtres propres (RII)

> Le critére quadratique (pondéré) s’écrit :

Jep (6) = |lerll; = ZPQ &*(n),

avec ep = [ep(0), . .., ep(No)]” et ep(n) = P(n)e(n),
> Or |lep|5 = e”Pe avec P = diag { P*(n)} (et e = HO), d'ou
ep(o) 0 Qru
avec Q:ii = HPH,

> Le probleme de synthése se résume a la recherche de

oopt = argmin Jep(e) = eopt = argmin BTQriie
9cO 6cO

— solution donnée par analyse du quotient de Rayleigh Rq_;, (-) !
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Optimisation
Méthodes d’optimisation
Filtres propres

Méthodes d’optimisation : bilan
Méthode des moindres carrés

> 0 dépend de la structure de synthése : quelconque (ou presque),

> Jop(0) = lerl3 = 32, PA(5) [Hh(f) — H(£)P,
— optimisation par inversion matricielle,
Algorithme de Remez
> 0 = [ho,..., hu— 1]T pour un RIF a phase Iinéaire
> Jep(0) = HeP(f)IILOQ = supy | P(f) [Hi(f) — Hn(F)] |,
— procédure itérative : optimisation par minimisation alternée,
Filtres propres (RIF)
» 0 =[ho,...,hm_1]" pour un RIF & phase linéaire,
> Je(8) = lle(F)IIZ, = [ |Hi(F) — Hn(F)" df,
— optimisation par analyse spectrale (SVD de Q.if),
Filtres propres (RIl)
> 0 =ao,...,am_1,bo,..., by —1]",
> Jep(0) = [le(F)I3 = 32, P2(n) (X buhi(n — k) — axd(n — K)),

— optimisation par analyse spectrale (SVD de Quii),
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?ﬂtimisation

Stabilisation des solutions

Plan du cours

Optimisation

Stabilisation des solutions

Effets numériques

Structures non-standards
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Optimisation

Stabilisation des solutions

Stabilisation des solutions

» Pour s'assurer de la stabilité de
V(z)

M- pez )

Hn(z) =
il faudrait résoudre le probléeme d'optimisation contraint
. M—1
min Jep(8) s.c. {lpel <1},
— possible avec 6 = [po, ..., pu_1]" (structure série/cascade),

— sinon bon courage !

> Alternative : optimisation non contrainte puis stabilisation,

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 50

205



Optimisation

Stabilisation des solutions

Stabilisation des solutions

> Soit po un pdle instable d'ordre 1, i.e., |po| > 1,
> La transmittance Hx(z) se factorise :
1 , /
Hx(z) = 17%’02_1HN(2), avec Hy(po) #0
» Soit le filtre passe tout
1 1—poz™t
G(z)= ———PZ  avec|G(z)| =1
()
Po
» On pose
~ 1 ,
Hx(z) = G(2)Hn(2) = Hx(2),

> po n'est pas un pole (instable) de Fx(z2),
> 1/pg est un pdle stable de Hx(z) car |1/p5| = 1/|po| < 1,
» et surtout |Hn(2)| = |Hn(2)|.
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(Etimisation
Stabilisation des solutions
Stabilisation des solutions

> Interprétation dans le plan
///

po = roe'”

)

1 _ 1 i
N ,

P 10

> Récursivement sur Hy(z), chaque pdle px a I'extérieur de C(0, 1) est

remplacé par son réfléchi 1/p;.

Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 52
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Optimisation
Stabilisation des solutions

Stabilisation des solutions

» Interprétation dans le plan

=h e’go

Po

> Récursivement sur Hy(z), chaque pdle px a I'extérieur de C(0, 1) est

remplacé par son réfléchi 1/p;.

Remarque
Méme procédure sur le numérateur V(z) = filtre a phase minimale.
52
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Effets numériques

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques
Quelques rappels
Représentation a virgule fixe
Effets numériques
Quantification de I'entrée
Quantification des coefficients

Quantification des calculs
Entrées constantes
Entrées variables

Structures non-standards
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Effets numériques
Quelques rappels

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Quelques rappels
Représentation a virgule fixe
Effets numériques

Structures non-standards
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Effets numériques
Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

» Tout nombre x est codé

partie entiere

rm—N—
Xqg= (£) Doy, bo, bo1,. .. boy
~—~ N————

bit de signe partie fractionnaire

avec b; € {0,1}

» Contraintes

Quantum: Ag=2""F

ng
Dynamique : x; " = Z 2 = pmetl _ o=

J=—np

Exemple : ng =2, np =2

max

Xq

Nicolas  Dobigeon

=1x2%4+1x2'+1x22+1x27 41x272

=7 =3/4

—8—1/4
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Effets numériques
Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

> Quantification (non-)biaisée,

A
2q .

Figure: Quantification non-biaisée (gauche) et biaisée (droite).
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Effets numériques

Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

Quelques rappels

Représentation a virgule fixe

Nicolas

0.6 1
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Effets numériques
Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

Quelques rappels
Représentation a virgule fixe

Nicolas Dobigeon
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Effets numériques
Quelques rappels
Effets numériques

Quelques rappels
Effets numériques

Erreur de quantification e,(t) = x(t) — Xy
> modele déterministe ey :
Agq, si quantification biaisée;
|ea(t)] S{ 2 g ificati biaisé
> quantification non biaisée.

> modele aléatoire e,(t) avec les hypothéses simplificatrices®

> eq(t) indépendant de x(t),
> bruit blanc : Re,(7) = E [eq(t)eq(t — 7)] = 026(7),
» moments d'ordre 1 et 2 définis par :

Ag o I o
Eleg(t)] =4 2° % quantification biaisée; ,
0, si quantification non biaisée.

Ag®

var [eq(t)] = o2 = 12

9Conditions de validité : var [x] = crf > Ag?, en pratique o > 3Aq.
59 /205
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Effets numériques
Quelques rappels
Effets numériques

Quelques rappels
Effets numériques

Dépassement

> Six = xM** + Agq alors

Xxgex avec protection.

—xq**, en absence de protection;
Xq =
q )

A
Lq Tq

T N
oo o ] ’

~Tq

Figure: Effet du dépassement sans (gauche) et avec (droite) protection.
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Effets numériques
Quantification de I'entrée

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Quantification de I'entrée

Structures non-standards
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Effets numériques
Quantification de I'entrée

Quantification de I’entrée

CAN => bruit d’entrée e.(n) qui se propage dans le filtre

Xq(n) = x(n) + ex(n) = ya(n) = y(n) + e, (n)

Modéle déterministe (x(n) = constante)
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Effets numériques
Quantification de I'entrée

Quantification de I’entrée

CAN => bruit d’entrée e.(n) qui se propage dans le filtre

Xq(n) = x(n) + ex(n) = yq(n) = y(n) + /(n)

Modeéle déterministe (x(n) = constante)

> erreur de sortie bornée :

ey ()| =|D_ ex(n— k)h(k)

k

< lexn— K)h(K)|

< % Z |h(k)| (si quantification non-biaisée)
K
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Effets numériques
Quantification de I'entrée

Quantification de I'entrée
Modeéle aléatoire (x(t) # constante)
» Bruit blanc en entrée :

Ag? Ad?
Re(7) = 53-0(r) & Sa(f) = S3-

> Densité spectrale de puissance (relation de Wiener-Lee) :

S, (f) = \H(f)ﬁA"

» Puissance totale :

Aq2 : 2
P, = /éS (f) df_f/_ |H(f)|"df

1
2

et d'apres |'égalité de Parseval :
AgG?
EVE Z |h(")|2
n
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Effets numériques
Quantification des coefficients

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Quantification des coefficients

Structures non-standards
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Effets numériques
Quantification des coefficients

Quantification des coefficients

0q=0+A0:>Hq(Z):%

Sensibilité : déplacement des péles (et/ou zéros)

> Soit le polyndme :

A(z) = Z az K= H (1 — pmz_l)

m

» On montre que :
dpm P

dak Hj#m(pj — Pm)
— déplacement grand si 3j # m tel que p; — pm =~ 0
> conséquence (pour un Rl stable) :
si M 7 = dans le cercle C(0,1), densité des péles T = sensibilité ] !
— en pratique, implantation de cellule d’ordre 2 (V structure)
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Effets numériques
Quantification des coefficients

Quantification des coefficients
Cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Aq(z) =1+ al,qz_1 + a2,qz_2 =(1- quz_l)(l - P2,qz_1)

o1 /2
avec piq = 3 (fal,q + ai g — 4azq

Position des pdles stables dans le plan en z

» Nombre fini de couples (a1,q, a2,q) tels que pi g dans le cercle unité.

1 1

08 038
06 06
04 04"

02 o 02| "

% o2 o4 o8 o8 1 % o2 o4 o8 o8 1

Figure: Position des pdles et zéros avec quantification de quantum
Ag =273 (gauche) et Ag = 27" (droite).
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Effets numériques
Quantification des coefficients

Quantification des coefficients
Cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Position des péles stables dans le plan (a1, a2)

A d,

112 [ zone de stabilité

1

L0.8

L0.6

0.4 péles complexes.

I 1 1 1
1 1214 1618 2

v

+ pole poles réels
% arrondi

* troncature

Figure: Position des pdles stables avec quantification de quantum Agq = 272,
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Effets numériques
Quantification des coefficients

Quantification des coefficients

Cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Position des péles stables dans le plan (a1, a2)

A a,)

1

112 { zone de stabilité

L0.8

L0.6

0.4

péles complexes.

+ pole
% arrondi

* troncature

v

I
1 1214 1618 2

poles réels

Figure: Position des pdles stables avec quantification de quantum Ag = 273,

Nicolas  Dobigeon
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Quantification des calculs
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Effets numériques
Quantification des calculs

Quantification des calculs

x(n)

W (n)

-1

L % oo

wi(n-1)

L\@—@—»G)

w(n-2)

by

\ v y(n)

|
<
=

w(n-M)
Figure: Localisation des opérateurs de quantification dans une structure D-N.
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Effets numériques
Quantification des calculs

Quantification des calculs

x(n)

wi(n-1)

L\@—@—»G)

w(n-2)

w(n-M)
Figure: Localisation des opérateurs de quantification dans une structure D-N.

— Erreur réinjectée : wq(n) = Q [— X, Qakwq(n — k)] + x(n)]
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Effets numériques

Quantification des calculs

Entrées constantes

Quantification des calculs
Entrées constantes

wa(n) = Q[= 32, Qlakwa(n — k)] + x(n)]

— équation non linéaire récursive

Comportements possibles, suivant les conditions initiales :

>

Nicolas

attracteur ponctuel (point fixe),
— entrée constante = sortie constante

attracteur périodique : cycle-limite,
— non satisfaisant car générateur de signal périodique !
— amplitude d’oscillation A, bornée par les bornes
Agq ’ Aq
A< SIRIN0] e A< S sup (D)
(cas d'un opérateur de quantification non-biaisé)

autres attracteurs (étrange, ponctuel périodique,...) :
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées constantes

Quantification des calculs
Entrées constantes : cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

xn)

) i !
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées constantes

Quantification des calculs
Entrées constantes : cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Noriinear: Phacor diagram for b=-1, =05 x=.0.6124 06123 13 bits

A

Figure: Trajectoire de (x1(n), x2(n)) avec L = 13.
d'apres [Ling et al, Int. J. Bifurcation and Chaos, 2003]
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées constantes

Quantification des calculs
Entrées constantes : cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Noriinear: Phacor diagram for b=-1, =05 x=.0.6124 06123} 16 bits

04,

08!

084

Figure: Trajectoire de (x1(n), x2(n)) avec L = 16.
d'apres [Ling et al, Int. J. Bifurcation and Chaos, 2003]
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées constantes

Quantification des calculs

Entrées constantes : cas de la cellule purement récursive d'ordre 2

Noriinear: Phacor diagram for b=-1, =05 x=.0.6124 06123] 31 bts

_—

-
e N\

L \

Figure: Trajectoire de (x1(n), x2(n)) avec L = 31.
d'apres [Ling et al, Int. J. Bifurcation and Chaos, 2003]
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées variables

x(n)

—ays

PO IR

w(n-M)

a

Nicolas  Dobigeon

Quantification des calculs

Entrées variables : bruit de calcul

Modele aléatoire du bruit de quantification

w(n- l)

L\@@—» ®

w(n-2)

by

vec

Ptvee
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Effets numériques
Quantification des calculs

Entrées variables

Quantification des calculs
Entrées variables : bruit de calcul

» Bruit de quantification en sortie :
Ay = eqx(t) * h(t) + eq, (1)
» Densité spectrale du bruit de quantification en sortie :
Say(F) = [H(F)*Seq (F) + Se, , ()

=M (1o + ML)

M

» Puissance du bruit de quantification en sortie :

.
opy = Say(f)df

1
2

MAq2/%( » M+1
- \H(F)? + df
6 J, M

— Puissance 7 linéairement avec M.
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Effets numériques
Quantification des calculs

Entrées variables

Quantification des calculs
Entrées variables : bruit de calcul

Cas d’une structure cascade (e.g., cellules DN d’ordre 2)

DN DN DN DN

»%» 1 -@+ ; 9? - ‘% sy )

e en e, e, m

> Transmittance entre la jieme cellule et la sortie (rang M) :
M
Ti(f) = I T He(F)
k=j

ol H(f) = itg; est la transmittance d’une cellule élementaire.
» Récurrence sur la densité spectrale en sortie de la Mieéme cellule :
M 2 M-1 2
Sy (F) = Se (F)IHu(F) + Sy ™" | Hu ()|

d'ou
Sa(F) =3 Sa(MTHAF = | SO ] IH(AF
Jj=1 j=1 k=j
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Effets numériques
Quantification des calculs
Entrées variables

Quantification des calculs
Entrées variables : bruit de calcul

Cas d’une structure cascade (e.g., cellules DN d’ordre 2)

M

SE() =3 Se(NITHAE = | 5o (A [T IHe(F)P

j=1 j=1 k=j
Pour minimiser le bruit de calcul total :
1. Minimisation de |T;(f)| = HkM:J |Hi(F)|. i-e., sups |Hi(f)]
— appariement judicieux des pdles et zéros de T;(f), i.e., des couples
{A(), Be()}
2. Optimiser I'ordre des H(f) : la Hu(f) filtre M bruits de calculs
— ranger les cellules tels que sup, |Hi(f)| > ... > sup, |Hum(f)|
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Structures non-standards

Plan du cours

Optimisation
Effets numériques

Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques
Application a la synthese de filtres RIF
Application a la synthese de filtres RII
Structures “rationnelles”
Structures multi-cadences
Quelques notions théoriques
Banc de filtres a deux voies
Généralisation a3 M sous-bandes
Et la transformée en ondelettes discrete ?
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Structures non-standards

Structures non-standards

Non-standards ?...
. C'est a dire qui ne sont pas

» directes,

x(n)

(n)

z

= (2M + 1) additions/multiplications + 2 files d’attente
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Structures non-standards

Structures non-standards

Non-standards ?...
. C'est a dire qui ne sont pas

» directes,

» canoniques,

" H@ﬂ—»@—» . Y(z) = B(Z)X(z) = (X(Z)) N(z)

. A(2) A(z)
) b W(z2)
* e

d'ol
N
-a b, y(n) = Zk ka(n - k)
x X\ w(n) = =3 aw(n—k)+x(n)
= (2M + 1) additions/multiplications + 1 file d’attente
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Structures non-standards

Structures non-standards

Non-standards ?...
. c'est a dire qui ne sont pas

> directes,
» canoniques,

» décomposées : cascade ou parallele.

Factorisation péles/zéros
x(n) —»‘ H; }—»‘ H }——» >‘ Hy ——» (1)

H(z) = G ] Hi(2)

x(n)

Décomposition en éléments simples

H(z) = C+ ) Hi(2)
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Structures non-standards

Structures non-standards

Non-standards ?...
. C'est a dire qui ne sont pas

> directes,
» canoniques,

» décomposées : cascade ou parallele.

Motivations

» faible sensibilité aux erreurs numériques,
objectif déja rencontré dans la structure cascade : appairage des p6|es/zéros10

» adéquation algorithmes-architectures (A%),

interprétation plus “physique” des paramétres en jeu 6.

10y, Bellanger, Traitement Numérique du Signal, Masson, 1994.
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle

Plan du cours

Optimisation
Effets numériques

Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques
Application a la synthése de filtres RIF

Application a la synthese de filtres RII
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Soit le polynéme en z défini par (m=1,..., M)
m
Pn(z) = Z pm,kz_k avec pmo = 1.
k=0

On introduit le polynéme réciproque

Pu(z) =z "Pn <1)

z

m
—k
pm,m—kz
k=0

Exemple (m =3) :

Ps(z) =pso+psiz 4 psazt 4 pssz

’33(2) = p33+ P3,2271 + P3,1272 + P3,0273
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Soit le produit scalaire entre 2 polynémes par défini par :

(F(2),6(2)) = o [ Ru(2)F(2)G(2)z"dz
27j Jego,)

ou

> G(z) =, &z ¥ o Gl(2) =X, giz" (= G(1/z) dans le cas de

coefficients réels)

> C(0,1) est le cercle unité

> Ru(z) = [Pu(2) Pu (z7")]
Il s’écrit également

(F(2).6(2) =5 [ Ru(&)F (&) 6" () o

-

-1
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Soient les familles de polynémes réciproques {Po(z), ..., Pu(z)} et

{IN:’o(z), ce :E’M(Z)} construites de la maniére suivante

{ lfm(z) = Pm-1(2) + kmzfllz’mfl(z)
Ppn(2) = kmPm—-1(2) + 27 Pm_1(2)

avec m=1,...,M et Py(z) = Py(z) = 1.
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Soient les familles de polynémes réciproques {Po(z), ..., Pu(z)} et

{IN:’o(z), ce :E’M(Z)} construites de la maniére suivante

{ lfm(z) = Pm-1(2) + kmzfllz’mfl(z)
Ppn(2) = kmPm—-1(2) + 27 Pm_1(2)

avec m=1,...,M et Py(z) = Py(z) = 1.
Une formulation matricielle de cette récurrence prograde s'écrit

(26 )=(a 5 )(F20)
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Soient les familles de polynémes réciproques {Po(z), ..., Pu(z)} et

{IN:’o(z), ce :E’M(Z)} construites de la maniére suivante

{ lfm(z) = Pm-1(2) + k,,,zfll?m,l(z)
Ppn(2) = kmPm—-1(2) + 27 Pm_1(2)

avec m=1,...,M et Py(z) = Py(z) = 1.
Une formulation matricielle de cette récurrence prograde s'écrit

(26 )=(a 5 )(F20)

ou de maniére équivalente (|km| # 1), la récurrence rétrograde est
Pmi(z) \ 1 1 —km Pr(z)
Pno1(z) ) 1—ki\ —kmz =z Pm(2)
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle

Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

Alors on a les propriétés fondamentales suivantes'!12:

> les suites de polyndmes {Po(z),..., Pu(z)} et {Iso(z)7 cey INDM(Z)} sont
orthogonales a la base canonique, i.e.,

(Pu(z),z7¥) =0, k=1,....,m
0

<I5,,,(z), z_k> =

> la suite de polynémes {ﬁ’o(z), ey IBM(Z)} définit une base orthogonale,
ie.,

(B(2). B(2)) = aj8(j — k) :{ aj, sij=k;

0, sinon.

A H. Gray, Jr. and J. D. Markel, “Digital Lattice and Ladder Filter Synthesis,” IEEE Trans.
Audio. Electroacoust., vol. 21, no. 6, pp. 491-500, Dec. 1973.

2o H. Gray, Jr., and J. D. Markel, “On Autocorrelation Equations as Applied to Speech
Analysis,” IEEE Trans. Audio. Electroacoust., vol. 21, no. 2, pp. 69-79, April 1973.
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Bases théoriques

Quelques idées empruntées a la prédiction linéaire

De plus, on a

> Si|km| #1 (m=1,..., M), la suite {ko,...,kn} est complétement
définie par la suite {pm,o,...,Pm,m}
= Tout polyndme Pp(z) est représenté de maniére unique par
{PM,O, ey pM7m} ou {kl, ey k/\/l} !
> Les racines zi, ...,z de Py(z) sont dans le cercle unité sous la condition
nécessaire et suffisante suivante :

Vme{l,...,M}, |zn| <1 Vme{l,....M}, |kn| <1

» Calcul des k,, : récursion de Levinson-Durbin

pm-1j = 17z (Pmj— knPmm—j), Vi€ {l,....,m—1}

km = Pmm, Yme{1,..., M}
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RIF

Application a la synthése de filtres RIF

Soit le filtre RIF & implanter de transmittance H(z) = Pu(z) et la
transmittance réciproque H(z) = Pu(z). Les sorties Ym(z) et Ym(z) des filtres
d'entrée X(z) sont
{ Yi(2) = Pu(2)X(2)
Yu(z) = Pu(2)X(2)
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RIF

Application a la synthése de filtres RIF

Soit le filtre RIF & implanter de transmittance H(z) = Pu(z) et la
transmittance réciproque H(z) = Pu(z). Les sorties Ym(z) et Ym(z) des filtres

d'entrée X(z) sont
{ Yu(z) = Pu(2)X(2)
Yu(z) = Pu(2)X(2)
La récurrence prograde permet d'écrire :
Yu(z) = |Pu-1(z) + kMz_l,E’M,l(z) X(z)
Vm(z) = kMp/\/]fl(Z) + 271/5/\/171(2) X(Z)

{ YM(Z) = Yy-1+ kMz_li/M—l(z)
YM(Z) = kyYv—_1+ 271YM71(Z)

avec YM71(Z) = PM71(Z)X(Z) et ?Mfl(z) = /5M71(Z)X(Z).
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle

Application a la syntheése de filtres RIF

Application a la synthése de filtres RIF

Yz

Xtz —[: L

Y

Iz

Yo s (2)

i (z) —

Yoes(s) Yy (5)
—» -
5%
—» >
Taes(s) Yz
e
- T

Nicolas  Dobigeon
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RIF

Application a la synthése de filtres RIF

Bilan - méthode de synthése du filtre RIF de transmittance H(z) = Pu(z)
» On se donne les coefficients {pm.o, ..., pv,m},
> On pose ky = pum,m,
» Pour m= M,...,2, récursion rétrograde de Levinson-Durbin
» Pour j=0,...,m—1, calcul des coefficients de Pn(z)

Pm-1j = 72 (Pmj = kmPm.m—j)

> On pose km—1 = pm—1,m—1

» Implantation du treillis.

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 94 / 205



Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RII

Application a la synthése de filtres Rl
Cellules purement récursives

Soit le filtre RIl a implanter de transmittance H(z) = ﬁ(z).
On génére la base orthogonale de polynémes {740(2), e ,/~4M(z)} et on réécrit
le systeme de récurrence prograde initial

4,"(2) = Amfl(z) + kmzilémfl(z)

Am(z) = kmAm-1(2) + zflA,,,,l(z)

comme .
T s
Am(z) = kmAm-1(2) + zflAmfl(z)
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RII

Application a

Cellules purement récursives

a la synthese de filtres RII

o Ayz) M1/~ Apiz) Xiz)
A\/./fmj/./ A -Xtz) 4M,./.\/- m
—_— — — — —»
B | b - &, Yiz)
Awiz) Api(z)
A2 i W

4,0z
4M,_/.Xr./ -

Nicolas  Dobigeon
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RII

Application a la synthése de filtres Rl

Pm(z)
Am(z)"

Soit le filtre RIl a implanter de transmittance H(z) =
On génére la base orthogonale de polynémes {740(2), .. ,AM(Z)} puis on

décompose Pp(z) sur cette base

M ~

Pu(z) = Z UmAm(z) = H(z)= Z Um :2;’%3
m=0

m=0

ol on réécrit le systeme de récurrence prograde initial

{ /6111(2) = Am—l(z) + kmz_llz\m—l(z)

Am(z) = kmAm-1(2) + zflAm,l(z)
comme .

{ /ﬂm—l(z) = Am(z) - mz_llf\m—l(z)

Am(z) = kmAm-1(2) + zflAm,l(z)
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RII
Application a la synthése de filtres Rl
o Az Ay () Apgolz) ) Atz) . XD
X=X Az Ay A IR e
» — — — —»
Faer k; Yiz)
f— — — —a—

—
Jeas

A\/ )

Anslz)
Az

4Mr—/“/ '

A,.z)
4M,_/.Xr./ -
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle

Application a la syntheése de filtres RII

Application a la synthése de filtres Rl

o Az Ay () Apgolz) ) Atz) . XD
X=X Az Ay A IR e
— > — — — —

feag

ky

S

A\/ )

- = = Tz

Anslz)
Az

4Mr—/“/ '

A,.z)
4M,_/.Xr./ -
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle

Application a la syntheése de filtres RII

Application a la synthése de filtres Rl

o Az Ay () Apgolz) ) Atz) . XD
X=X Az Ay A IR e
— > — — — —

feag

ky

S

A\/ )

- = = Tz

A1 (2)

4Mr—/“/ 4

A Xiz)

A,.z)
4M,_/.Xr./ -
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Structures non-standards
Structures treillis/échelle
Application a la syntheése de filtres RII

Application a la synthése de filtres Rl

Dans la décomposition sur la base

Pu(z) = Z szz\m(z)

les coefficients {vy,...,vm} sont calculés a 'aide de la récursion rétrograde
(m=M,...,2)

Pn_1(z) = Pm(z) — vmPm-1(2)

Vm—1,m—1 = Pm—1,m—1.

ol Pu(z) = 31o pmiz”“ et 1o = poo.
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Structures non-standards

Structures “rationnelles”
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Structures non-standards

Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

Soit le filtre a implanter de transmittance
M K
_ ko bz
= S
k=0 FKkZ

On cherche a écrire H(z) sous la forme d'une fraction continue...
Plusieurs formes existent'®, par exemple

H(z)

H(Z) = Ay + 1
Biz + 1
Al + 1

B/\/]Z-i-ﬁ

13Voir les conditions énoncées par Mitra & Sherwood (1972).
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Structures non-standards

Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

On introduit les opérateurs élémentaires

> U(2) = goirm (k=1,...,M)
1/B,
—

Tiz)

> Ti(z) = m (k=1,...,M—1) avec Ti(z) = 4.
/A,
- . 1/U+A2) >
Upri(z) =
A
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

La transmittance

H(Z) = Ay + 1

Biz + 1
Al + 1

BMZ-i-ﬁ

se réécrit
H(Z) = Ay + U1(Z)

avec
> Ui(2) = s
> Ti(2) = arnm
> Ua(2) = grmg
>
> TI\/I(Z): AlM'
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”
D'ou la structure en échelle (récursivité) avec Ui(z) =

Ay

X vn)

Ui(z) J

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

D'ou la structure en échelle (récursivité) avec Ti(z) =

Ay

X

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

[PRS . / P _ 1
Dol la structure en échelle (récursivité) avec Ux(2) = 5155
4,
x) yin)
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Structures non-standards

Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

[ < A s _ 1
Dol la structure en échelle (récursivité) avec T2(z) = -4
Ay
x) yin)
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Structures non-standards

Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”
D’ol la structure en échelle (récursivité)

Ay

X vn)
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Structures non-standards
Structures “rationnelles”

Décomposition en fractions “continues”

Calcul des {Ao, ..., Au} et {Bi,...,Bu}

Algorithme (récursif) d’Euclide : division euclidienne + inversion du reste.

Exemples

7222 478z +9
2472 +18z2 +1
1
z+ P —
3zt

H(z) =

720z + 240z + 12
72023 +600z2 + 72z +1

H(z) =

5z+ %
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Structures non-standards
Structures multi-cadences

Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Structures non-standards

Structures multi-cadences
Quelques notions théoriques
Banc de filtres a deux voies
Généralisation a M sous-bandes
Et la transformée en ondelettes discrete ?
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Structures non-standards
Structures multi-cadences

Systémes multi-cadences ?

Systéme mono-cadence
> amplificateur (x),
> sommateur (+),

> retard (xz71).
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Structures non-standards
Structures multi-cadences

Systémes multi-cadences ?

Systéme mono-cadence
> amplificateur (x),
> sommateur (+),

> retard (xz71).

Systéme multi-cadence
Opérateurs supplémentaires :

» décimateur,

> interpolateur.
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Structures non-standards
Structures multi-cadences
Quelques notions théoriques

Sous-échantillonnage (décimation)

Soit le signal yp(n) version sous-échantillonnée (décimée) par un facteur M du
signal x(n):
ypo(n) =x(nM), ne€Z.
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Structures non-standards
Structures multi-cadences

Quelques notions théoriques

Sous-échantillonnage (décimation)

Soit le signal yp(n) version sous-échantillonnée (décimée) par un facteur M du
signal x(n):

ypo(n) =x(nM), ne€Z.

Dans le plan en z, le signal sous-échantillonné est représenté par

L M X
Yo(z) = o Z X (zﬁw,l\(ﬂ)
k=0

N 27
ouwy =€em

Démonstration

» On introduit xy(n) = x(n)um(n) ou

P

(n) = 1, si ndivisible par M; 1 —kn
umin) = 0, sinon. M “nm

>
Il
<)

> Ona Yp(z (Zﬁ)
» On montre que Xu(z) = 3 Z,’y;ol X (w},(,,z).
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Structures non-standards
Structures multi-cadences

Quelques notions théoriques

Nicolas

Sous-échantillonnage (décimation)

JI1T
o T T T Tx ] l
* LI
hs 1 . 1 I I 1 h 1 )
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1%
€
s> 05
0 % % % % * * %
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1 T
z [ .
< ° I ,L l
hs . . . I I . . . 1 )
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
S T T
Sl SaEs 1
= 1 l i k Jﬁ l aL
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Sur-échantillonnage (insertion)

De méme, soit le signal yg(n) version sur-chantillonnée (interpolation par
insertion de zéro) par un facteur L du signal x(n):

X (f) , si n est divisible par L;

ye(n) = { 0, sinon.
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Sur-échantillonnage (insertion)
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Sur-échantillonnage (insertion)

De méme, soit le signal yg(n) version sur-chantillonnée (interpolation par
insertion de zéro) par un facteur L du signal x(n):

X (f) , si n est divisible par L;

ye(n) = { 0, sinon.

Dans le plan en z, le signal sur-échantillonné est représenté par
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Identités nobles'*

—N M —HO— <> —7) —{| M—

—{HO 1L~ —{ 11 e —

_>J/ '\[ I sous-échantillonneur

— TL I sur-échantillonneur

14p p, Vaidyanathan, “Multirate digital filters, filter banks, polyphase networks, and
applications: a tutorial,” Proc. of the IEEE, vol. 78, no. 1, pp. 56-93, Jan. 1990.
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Représentation polyphase'®

On décompose la réponse impulsionnelle en deux sous-suites d'échantillons
(pairs et impairs):

{h(n)}nez = {h(2m)}m€Z U {h(2m + 1)}n€Z

La transmittance résultante s'écrit

H(iz) = Zh(n)z_"

n€EZ

> h@Em)z P+ h(2m 4 1)z Y

Eo(ZZ) z_lEl(zz)
avec les deux sous-suites :

Es(z) =TZ[eo(n)] =TZ[h(2m)]
E(z) =TZ[en)] =TZ[h2m+1)]

v, Bellanger, Traitement Numérique du Signal, Masson, 1994.
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Représentation polyphase

Pour généraliser, on décompose la Rl sur les M sous-suites (polyphases)
provenant de sous-échantillonnage de facteur M:

M—1

{h(m)}ez = J {h(Mm+ )},
£=0

La transmittance résultante s'écrit

H(z) = Zh(n)z_"

neZ

= E (ZM) + z_lEl (ZM) +...+ z_(M_l)EM,l (ZM>

<

1
= z_eEg <ZM)

~
o

avec les M sous-suites ({ =1,...,M —1):

E¢(z) = TZ[ee(m)] avec e/(m)= h(Mm+£).
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Représentation polyphase

Example M = 4

Soit un filtre RIF d'ordre 11

1) 11‘(”‘

10
H(z) = Zbsz"
n=0

= E(Z)+z 'E(Y
+ z_2E2(z4) + z_3E3(z4)

avec
Eo(z) = bo+bsz '+ bgz ?
El(Z) = b1 =+ [352_1 + ng_2
Ex(z) = byt bez '+ bz’
E3(Z) = b3 + b7271
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Représentation polyphase
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Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Structures non-standards

Structures multi-cadences
Quelques notions théoriques
Banc de filtres a deux voies
Généralisation a M sous-bandes
Et la transformée en ondelettes discrete ?
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Multi-cadence et banc de filtres

Banc de filtres : analyse

xmj xinj
i
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Multi-cadence et banc de filtres

Vocodeur LPC (cours “Compression parole et musique”, Corinne Mailhes)

INPUT LE Lee
SPRECH ESTIMATION PRRAMETERS
BITCH PITCH
DETERMINATION PERTOD
VOICE
DECISION v

ENERGY
ESTIMATION

GATN
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Multi-cadence et banc de filtres

» Enjeu n°1 : complexité des calculs

Banc de filtres : analyse

xmj xinj
i
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Multi-cadence et banc de filtres

» Enjeu n°1 : complexité des calculs
= réduire la cadence (sous-échantillonnage)

Banc de filtres : analyse

X(n)

h’f Xpgl 1)
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Multi-cadence et banc de filtres

» Enjeu n°1 : complexité des calculs
= réduire la cadence (sous-échantillonnage)

> Enjeu n°2 : reconstruction (< synthése)

Banc de filtres : analyse/synthése

X(n)

5, x| Ao
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Multi-cadence et banc de filtres
Applications

Vocodeurs'®,

Décomposition en sous-bandes : codage avec perte!”,

Ici, slide 39

Décomposition en sous-bandes : analyse multi-résolution®®,

Décomposition en sous-bandes : estimation spectrale,

Bonacci et al., ICASSP 2002.
Bonacci et al., EUSIPCO 2002.

v

v

v

v

16 Cours “Compression parole et musique”, Corinne Mailhes.
7 Cours “Compression”, Corinne Mailhes.
8Cours “Représentation et analyse des signaux”, Marie Chabert.
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Plan du cours

Optimisation

Effets numériques

Structures non-standards

Structures multi-cadences
Quelques notions théoriques
Banc de filtres a deux voies
Généralisation a M sous-bandes
Et la transformée en ondelettes discrete ?
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Probleme d’analyse/synthése a 2 voies

Soit le probleéme générique d’analyse/synthese X(z) — X(z) défini par

X(z) —

s

Xyz) Yo(z) Zo(z)
Hy(z) > L? > » Fyz)
H) —» 42 > > Fi)
Xyz) Y(z) Zi(z)
Analyse Synthése

D’aprés ce qui précede (sur/sous-échantillonnage):

Nicolas  Dobigeon

Ym(z) = % [Xm (21/2) + X, (_21/2)]
Ym (2%)

Zm(z) =

Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées
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Probleme d’analyse/synthése a 2 voies
Avec Xm(z) = Hm(2)X(2) et X(2) = Fo(2)Zo(z) + Fi(z)Z1(2), il vient:
X(z) = % [Ho(2)Fo(2) + Hi(2)F1(2)] X(2)

+3 [Ho(~2)Fo(2) + Ha(~2)Fa(2)] X(~2)
= T(2)X(2) + A(2)X(~Z)

ou
T(z) = 3[Ho(z)Fo(2)+ Hi(z)Fi(2)] est la fonction de distorsion
A(z) = 32[Ho(—z)Fo(z) + Hi(—z)Fi(z)] est la fonction d'aliasing

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 133 / 205



Structures non-standards
Structures multi-cadences

Banc de filtres a deux voies

Probléme d’analyse/synthése a 2 voies
Avec Xm(2) = Hm(2)X(2) et X(2) = Fo(2)Z0(z) + Fi(2)Zu(2), il vient:
K@) = 1 H(2)Fo(z) + Hi(2)Fi(2)] X(2)
+3 [Ho(~2)Fo(2) + Ha(~2)Fa(2)] X(~2)
= TEX()+ARX(-2)

ol
T(z) = 3[Ho(z)Fo(2)+ Hi(z)Fi(2)] est la fonction de distorsion
A(z) = 32[Ho(—z)Fo(z) + Hi(—z)Fi(z)] est la fonction d'aliasing

Mais 'opérateur R : X(z) — X(—z) n’est pas un filtre LIT donc :

Il n'existe pas {h(n)}

nez tel que X(n) = h(n) = x(n)...
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Probleme d’analyse/synthése a 2 voies
Avec Xm(z2) = Hm(2)X(2) et X(2) = Fo(2)Zo(2) + Fi(2)Zu(2), il vient:
K@) = 2 H(2)Fo(z) + Hi(2)Fi(2)] X(2)
13 [Ho(~2)Fo(2) + Ha(~2)Fa(2)] X(—2)
= T(2)X(z2)+A(2)X(-2)

ol
T(z) = 1[Ho(z)Fo(2)+ Hi(z)Fi(2)] est la fonction de distorsion
Alz) = S [Ho(—2z)Fo(z) + Hi(—z)Fi(z)] est la fonction d'aliasing

Mais I'opérateur R : X(z) — X(—z) n’est pas un filtre LIT donc :
Il n'existe pas {h(n)},., tel que X(n) = h(n) * x(n)...
.. sauf si la condition de non-repliement est vérifiée :

A(z) = Ho(—2)Fo(z) + Hi(—z)F1(z) =0

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 135 / 205



Structures non-standards
Structures multi-cadences

Banc de filtres a deux voies

Probleme d’analyse/synthése a 2 voies

La condition de non-repliement s’énonce :

F(z) __ A _ -,
Mo Az
En sortie de la chaine d'analyse/syntheése
X(z) = % Ho(z)Hi(—z) — Hi(z)Ho(—2z) | C(z)X(z)
V(z) V(-2z)

= T(9)X(2)

avec T(z) =1 [V(z) — V(-2)] C(2).
Une condition suffisante (mais non nécessaire) est C(z) = 1, alors

{ Fo(Z) = H1(7Z)
Fl(Z) —Ho(—Z)
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Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)

Solution historique
Filtres Miroirs en Quadrature (FMQ/QMF) définis par les relatio

{ C(z) =1
Hi(z) = Ho(—2)

Dans ce cas 1
X(2) =3 [Ho(z)2 - Ho(fz)2] X(z)

Sur le cercle C(0,1), la relation (2) se résume a
Hy <e2iﬂ-f) = Ho (762i7rf> = Ho (eZIﬂ(f+1/2))

Si on considére les modules de H; et Hy, alors il vient que |H1 (e
réfléchi de ’Ho (eZi“f)| par rapport au plan f = %.

— Si Hp est un filtre passe-bas, alors H; est un passe-haut.

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées
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Banc de filtres a deux voies

Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)

Nicolas  Dobigeon
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Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)
Représentation polyphase

Avec Hi(z) = Ho(—2) :
A 1
X(2) = 5 [Fo(2)” = Ho(—=2)?| X(2)
On décompose Hy(z) selon ses 2 termes biphases :
2 -1 2
Ho(z) = Eo(z°)+ 2z~ E1 (z ) .

Les filtres d'analyse s'écrivent donc :

(#0)-0 L) (%)
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Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)
Représentation polyphase

Probleme analyse/synthése :

e
Xz L
oz }—V‘ *3 F—»‘ Lﬂ }—" Fyz) }—?
Analyse Synthése
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Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)
Représentation polyphase

Condition de non-repliement et décomposition polyphase :

3
Xiz)

Analyse Synthése
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Filtres Miroirs en Quadrature (QMF)
Représentation polyphase

Identités nobles :

Analyse Synthése
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Probleme d’analyse/synthése a 2 voies

Sur le cercle C(0,1), on écrit T (e2i"f) = ’T (e2i”f)’ e'*m")
Plusieurs cas intéressants possibles :

> Si T(z) est un passe-tout, i.e, }T (eZi”f)} = d, alors

K ()= ()

— Filtres a conservation d’amplitude (mais distorsion de phase).

> Si T(z) est a phase linéaire, i.e, ¢(27f) = a27f 4 3, alors

arg [)A( (e2"’”r)] =arg [T (e*™)] + arg [)A( (e””)]
= o2nf + (3 + arg [f( (e2"’“’c)}

— Filtres a conservation de phase (mais distorsion d’amplitude).
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Probleme d’analyse/synthése a 2 voies

» Si le banc de filtre a ni distorsion d'amplitude, ni distorsion de phase
IL>1, T(z)=Kz *

Alors en sortie

X (62:'7(;‘)‘
arg [)A( (ez"”f)}

— Sortie retardée et amplifiée/atténuée.
—— Banc de filtres a reconstruction parfaite.

KX ()]
arg [X (™) — L2nf
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Banc de filtres a reconstruction parfaite

On introduit le filtre produit V(z) = Ho(z)Hi(—2)

)A((z):% Ho(2)Hi(—2) — Hi(2)Ho(—2) | X(2)

V(z) V(-2)

Pour avoir T(z) = Kz~' dans la chaine d'analyse/synthése (L impair) :

T(z) = %[V(z) - V(-2)] = Kzt
<~
{ v2n+1) =Kdé(2n+1-1L)
v(2n) quelconque
<~

V(z) = Kz "+ 3, v(2n)z™2".
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Banc de filtres a reconstruction parfaite

Trois méthodes de syntheése :

1. On constuit V/(z) tel que

v(n) :{ Ké(n—L) sinimpair

quelconque si n pair
puis on factorise V(z) = Ho(z)H:i(z).
2. On se donne Hy(z) et on résoud (calcul matriciel)

Ho(z)Hi(—z) — Ho(—z)Hi(z) = Kz~ *

3. On choisit {Ho(z), Hi(z)} dans des familles qui conviennent
— CQF...
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

On choisit Hp et H; tels que

Ho(z)Ho(2™!) + Ho(=z)Ho(—2"1) =1 (
Hi(2)Hi(z71) + Hi(=2)Hi(-z71) =1 (
Ho(2)Hi(z7") + Ho(=2)Hi(=27") =0 (

Propriété
Soit Ho(z), RIF vérifiant (a). Alors™
> Hoy(z) est de longueur paire (ordre impair),
> Une CNS pour que Hi(z) RIF vérifie (b) et (c) est
Hi(z) = £z "Ho(—z '), L impair

Dans ce cas, T(z) =z~ L.

9Vetterli, IEEE Trans. SP, 1992.
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

Solution “classique” de Smith et Barnwell (pour L impair et z = e

Hi(z) = —z “Flo (—z)  avec Flo(z):Ho(l)

z
On a alors :

> symétrie en puissance :

() o () =

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 148
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Banc de filtres a deux voies

Filtres conjugués en quadrature (CQF)

SR

[Ho(e/ =<))7
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

Solution “classique” de Smith et Barnwell (pour L impair et z = e*™) :

z

Hy(z) = —z“Flp (—2)  avec Flo(z):H0(1>

On a alors :

> symétrie en puissance :
27 f 2 j(2mf+m) 2
‘Ho(ej )‘ Jr‘Ho(eJ )‘ =1.
» complémentarité en puissance :

() + i () =
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

SR

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

Banc de filtres complétement défini par Ho(z) :

>

o(n) donné

(n) = (=1)"ho(L — n)
(n) = ho(L—n)

(n) = —(=1)"ho(n)

SSSh T

Remarques

> Si Ho(z) est un filtre RIl stable, Hi (z) est instable !
— réalisation non-applicable...
— implantation a I'aide de RIF.

> Si Ho(z) est causal, Hp (—%) est anticausal. D'oll le retard introduit z~ - !
(H1(z) devient causal si L >ordre du filtre RIF Hy(z)).
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)
Synthese par factorisation spectrale

On pose P(z) = Ho(z)Ho(—z) (filtre demi-bande). On a alors :

P(z) + P(—z) =1, ie., P(z) = % £ p(2k + 1)z @,
k

1. Synthése d'un filtre demi-bande Q(z) a phase nulle tel que

Q(ej27-rf) + Q(ej(QTrf+7r)) - 1.
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Banc de filtres a deux voies

Filtres conjugués en quadrature (CQF)
Synthese par factorisation spectrale

Nicolas  Dobigeon

Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées

154

205



Structures non-standards
Structures multi-cadences
Banc de filtres a deux voies

Filtres conjugués en quadrature (CQF)
Synthese par factorisation spectrale

On pose P(z) = Ho(z)Ho(—z) (filtre demi-bande). On a alors :

P(z)+ P(-z) =1, ie., P(z 7+Zp(2k+1 — @kt

N

1. Synthése d'un filtre demi-bande Q(z) a phase nulle tel que

Q(ejZﬂ'f) + Q(ej(27rf+7r)) -1

2. On pose ¢'(n) = q(n) + €3(n) tel que Q'(e*") = |Ho(e*™")> > 0.
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)
Synthese par factorisation spectrale

Nicolas  Dobigeon
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)
Synthese par factorisation spectrale

On pose P(z) = Ho(z)Ho(—z) (filtre demi-bande). On a alors :

P(z)+ P(-z) =1, ie., P(z 7+Zp(2k+1 — @kt

N

1. Synthése d'un filtre demi-bande Q(z) a phase nulle tel que
Q(ej27rf) + Q(ej(27rf+7r)) -1

2. On pose ¢'(n) = q(n) + €d(n) tel que Q’(e/?’”r) = |Ho(¢*")? > 0.
3. On factorise Q'(z) = A[[;(1 —aiz *)(1 —a; 'z ") (avec |ai| < 1)
4. On définit le facteur spectral a minimum de phase

Ho(z) = H% I, - aiz7t).
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Filtres conjugués en quadrature (CQF)

Autre méthode proposée par Daubechies® :
P(z) = (1+z ) (1 +2)"R(2)

sous les contraintes
> R(z) symétrique (R(z™1) = R(z2)),
> R(z) positif pour z = &™f
> R(z) de degré minimal.

Puis factorisation de P(z) avec zeros a l'intérieur de C(0, 1)
— Famille des filtres a minimum de phase de Daubechies.

Limitations des CQF :
> 1 seul degré de liberté pour I'analyse/synthése: Hy(z),

> pas de banc avec filtres d'analyse et synthese réels a phase linéaire.

2Daubechies, Comm. Pure Appl. Math., 1998.
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Banc de filtres a deux voies

Banc de filtres bi-orthogonaux

—L

On choisit Hy et H; tels que C(z) = —z~" et

Ho(Z)Fo(Z) + Ho(*Z)Fo(*Z) =2
Hi(z) = —z'Fo(z71), L impair
Fi(z) = szHo(—z)

Dans ce cas, T(z) = z". On pose P(z) = Ho(z)Fo(z) et il vient :
P(z) + P(—z) =2

Methode de synthése :
1. On se donne P(z) (demi-bande, phase nulle, coefficients réels)
2. on factorise P(z) = Ho(z)Fo(z)

— 2 degrés de libertés.
— banc de filtres a phase linéaire possible.
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)

4»‘ Hu_liz:H v: H 43 Folz! }2)_—{
il {12 -
—-‘ H,,,IZ:H v: H ‘: Fyylzl }—r

L HE
|H"”‘Z:H vg }— Fple) |_“
"‘ H,,,Iz:H B H L” Myle) }—f

)

12
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)

[

AT HE
Hnﬁ‘z:|—-| B l— Foplz) |—“ Y
- 1 H e Hrae

T
Hw‘z:|—-| vg l— izl |_“ *3
ﬁ‘ HuiziH B H 43 Fnl}—r
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Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)

Y

] e e
ez {4 o e o

o (EHEE
W 1 | e H F],z}—f
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Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)

Nicolas  Dobigeon
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Décomposition arborescente compléete

(Décomposition en paquets d’ondelettes)
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)

‘ HUJ‘ZIH *3 H ‘2 H Folzl
|H“’D Z:F‘ *3 Foplz) |_" *
‘H,_liz:H v: H 43 H Fylz)

(Y

[

B o
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Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)

‘HUJ:z:H V2 H is Hpm;z:

Hnﬁlzll—-l *2 Foplz) |——‘ *

bl

‘H,_llz:H v: H 43 HFM;Z:

Fiplz) |—— *
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Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)
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Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)

HD,,12:|—-| ﬁ: H ‘2 HF’UJ:z:

|Hnﬁ121}—‘ *2 Foplz) |——‘ *

bl

H,,,:z:|——| 1> H is HFulz:
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Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)
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Généralisation a M sous-bandes

Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)

atin

Heop z:}—— v:

‘HL,IZJH *3 H 43 HFuiz:

B o
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Décomposition arborescente dyadique

(Décomposition en ondelettes discrétes dyadique)
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Décomposition en sous-bande optimale

el 12 |

[
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Décomposition en sous-bande optimale

Hnﬁlz'1|—-| *3 l—

lez'1|—-| *3 lf
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Généralisation a M band:

Décomposition en sous-bande optimale
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Décomposition en sous-bande optimale

| HMIZ?H *2 }—

|H1,D3Z:‘H 12 }*
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Généralisation a M band:

Décomposition en sous-bande optimale
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Décomposition en sous-bande optimale

[l 12

| HLD:ZTH *3 }7
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Décomposition en sous-bande optimale
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Décomposition directe a M voies

Les parties “analyse” et “synthése” comportent M filtres en parallele.

Xorz) Totz) Zytz)

—% Hy(z) H jar %»{ s H Fyfz) }—»@—»-\A’W
e H

Xz

Xyiz) iz Zy(z)

—{ HJ,,[_I/:A}—> L\,{ %4—‘ f‘\,{ }—» Fopyz)
Ny szl "y 42 VAYS 1)
Analyse Synthése
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Décomposition directe a M voies

Comme précédemment, les propriétés de sur/sous-échantillonnage conduisent a:

X@) = o "X (wh2) S MR Fil2)
= iX(w,\"},z)Am(z)

avec An(z) = & ZQ/’;OI Hi(wyz) Fe(2).

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 183 / 205



Structures non-standards
Structures multi-cadences

Généralisation a M sous-bandes

Décomposition directe a M voies

Matriciellement :
X(2) = a(z)"x(2) = %f(z)TH(z)Tx(z)

avec

Ao(z) h(z)" Fo(2)
Az) | h(wmz)T Fi(z)

: M ; 5

Am-1(2) h(wh'z)" Fm-1(2)
a(z) H(z) f(z)
et
Ho(z) X(2)
h(z) = et x(z)=

Hu-1(2) X(wp™'z)
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Décomposition directe a M voies

Mais, les opérateurs
Rm: X(z) = X (wmz)
ne sont pas des filtres LIT (sauf pour m = 0). Les conditions de non-repliement

s'énoncent alors :
Am(z) =0, pour m#0

Si on se donne les filtres d’analyse (i.e., H(z)), le probléme se raméne a
résoudre

T(z)

1 . 0
Mf(z) =H(z) "a(z) avec a(z)=

Dans le probléme de reconstruction parfaite, T(z) oc z7".
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Décomposition directe a M voies
Représentation polyphase

Les représentations polyphases des filtres d'analyse et synthése sont
-1 _— M
Hiz) =0t 2 B ()
m—1

Filz) =Snoz "Eim(2) 232" Ren (2)

m=0

On définit les matrices polyphases

E (z“”) tel que [E (zM)]k = B (ZM)

3

R <zM> tel que [R (z”’)]k = Rim (z“”)

)

et

P(z) =R(z)E(z).
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Décomposition directe a M voies
Représentation polyphase

|y dr —

1M (+)

E() R(:¥)
E

— far b 4@%&7:/
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Décomposition directe a M voies
Représentation polyphase

R(z)

far — b )
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Représentation polyphase

far b )
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Décomposition directe a M voies
Représentation polyphase

Vaidyanathan a énoncé de nombreuses propriétést:22,

Condition nécessaire et suffisante au non-repliement
P(z) est pseudo-circulante, i.e.,

> P(z) est Toeplitz,
> Pkyo(z) = Z_lpo,M,k(Z), k=1,....,M—1

Po(2) Pi(2) P—1(2)
27 Py_i(z)  Po(2) Pr—2(2)
P(z) = [Pe,m(D)], ., = : -
271I;’1(Z) . . 27 Py_i(2) Pol(z)

Dans ce cas, la fonction de transfert T(z) est

<

-1
T(z) =z MY 2 Py (ZM) .
0

x
I

2Lviaidyanathan, IEEE Trans. ASSP, 1987.
22Vaidyanathan and Mitra, IEEE Trans. ASSP, 1988.
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Représentation polyphase

Condition nécessaire et suffisante a la reconstruction parfaite
On a T(z) x z™" si et seulement si une des conditions suivantes est vérifiée

> P(z) est para-unitaire (et stable), i.e.,
P(2)P(z) = Iu
avec P(z) =P (%)T (pour des filtres a coefficients réels).
» 3K € Z, det[R(z)] det [E(2)] o 27K,
> dans le cas de RIF, 3K € Z, det [E(2)] o< z7¥,
Une solution possible : filtres {Ho, ..., Hu—1} para-unitaires :
H(z)H(z) = Iy,

ce qui induit des filtres complémentaires en puissance :

’Ho(eﬁ”) +. 4 ‘HM—I(ej%ﬂr) gy

’ 2
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Cas du banc de filtres CQF

On rappelle que C(z) =1, i.e,

{FO(Z) = Hi(-2)
Fi(z) = —Ho(-2)

Banc de filtres orthogonaux (2 voies)

Ho(z)Ho(z™') + Ho(=z)Ho(—z7") =2 (a)
Hi(z)Hi(z 71)+ Hi(=z)Hi(-z7') =2 (b)
Ho(z)Hi(z™Y) + Ho(=2)Hi(—=z"') =0 (c)

est équivalent a

0
(h(n), hi(n —2k)) = g(k) (b))

{ (ho(n), ho(n — 2k)) =
(ho(n), hi(n —2k)) =

avec (a(n), b(n)) = >, a(n)b(n) (a et b réels).
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Et la transformée en ondelettes discrete ?

Cas du banc de filtres CQF

On introduit

et la matrice

0 h(M—1) h(M—2) h(M—3) ... K0 0 0 0

Ho = 0 0 0 h(M—1) ... h(2) h(1) h0O) 0
alors XN —» H - *3 e Hyx
R —. *g > Era = HX

avec ho(n) = ho(M — 1 — n) = f(n) (M impair).
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Et la transformée en ondelettes discrete ?

Cas du banc de filtres CQF

Que représente |'opérateur Py, = HgHo 7
> On a, d'apres (a), HoHg =1,

» — Projection orthogonale sur I'espace Vo £ (Hg) engendré par les
colonnes de Hg, c'est a dire les lignes de Ho.
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Et la transformée en ondelettes discrete ?

Cas du banc de filtres CQF

Que représente |'opérateur Py, = HgHo 7
> On a, d'aprés (a), HoHg =1,

» — Projection orthogonale sur I'espace Vo £ (Hg) engendré par les
colonnes de Hg, c'est a dire les lignes de Ho.

Peut-on compléter I'espace Vo dans L*(Z) = {x(n),n € Z/ ||x||, < co} ?
» On a, d'aprés (c), HoH] =0,
> — (Hg) L (Hi)

>  — Vyet Wy 2 (H}) sont en somme directe orthogonale

Corrolaire

HiHo + HiHy = I.

Nicolas Dobigeon Traitement Numérique du Signal - Méthodes Avancées 195 /



Structures non-standards
Structures multi-cadences
Et la transformée en ondelettes discrete ?

Cas du banc de filtres CQF

Interprétation
Le banc de filtre CQF définit une décomposition en sous-espaces de £(Z).

LX(Z) = Vo & We

&

X

H,
e ] g el b e
Xz Xiz)

Hiz) }—»‘ Lﬂ: }—»‘ }—»‘ Fyz) "
H H~x
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Et la transformée en ondelettes discrete ?

Cas du banc de filtres CQF

Interprétation
Le banc de filtre CQF définit une décomposition en sous-espaces de £(Z).

LX(Z) = Vo &t We

.
wo ] g2 e e
Xiz) Xiz)

Hiz) }—»‘ Lﬂ: }—»‘ }—»‘ Fyz) "
H H~x

On itére :
£2(Z) =W @l Wo Y
Vo =Vietw 2N ol
Vi =V et W, < E(Z)_@l\ﬁ’@ XM/
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

x = [z(0),...,z(15)]
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

o~
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

x = [z(0),...,z(15)]

‘mWo:

Ty, = [37\70 0),... ’wvo(7)]
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

“
Y
J— Wf
"
v W, W,
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

x = [z(0),...,z(15)]

Ty, = [xwl (0)7 sy TV (3)]
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Décomposition dyadique
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

x = [z(0),...,z(15)]
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Cas du banc de filtres CQF
Décomposition dyadique

Ty, = [$W1 (0)7 sy TV (3)]

| @wy = [Tw,(0), mw, (1)]]

— Ty, = [£,(0), 2y, (1)]
| I'OD[z] = [xv, Tw, Tw, Tw,] |L_|2 : ()
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